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CHƯƠNG 4. NGUYÊN HÀM. TÍCH PHÂN 

BÀI 1. NGUYÊN HÀM 

A. LÝ THUYẾT 
1. Khái niệm nguyên hàm 

Kí hiệu K  là khoảng hoặc đoạn hoặc nửa khoảng của ℝ . 

Cho hàm số  f x  xác định trên K . Hàm số  F x  được gọi là nguyên hàm của hàm số  f x  trên K  nếu 

   F x f x   với mọi x  thuộc K . 

Cho  F x  là một nguyên hàm của hàm số  f x  trên K . Khi đó: 

• Với mỗi hằng số C , hàm số  F x C  là một nguyên hàm của  f x  trên K ; 

• Nếu  G x  là một nguyên hàm của hàm số  f x  trên K  thì tồn tại hằng số C  sao cho    G x F x C   

với mọi x  thuộc K . 

Như vậy, mọi nguyên hàm của hàm số  f x  trên K  đều có dạng  F x C , với C  là một hằng số. Ta gọi 

 F x C , Cℝ  là họ tất cả các nguyên hàm của  f x  trên K , kí hiệu  f x dx  và viết 

   f x dx F x C  . 

Chú ý: Biểu thức  f x dx  gọi là vi phân của nguyên hàm  F x  của  f x , kí hiệu là  dF x . 

Vậy      dF x F x dx f x dx  . 

Chú ý: 

a) Mọi hàm số  f x  liên tục trên K  đều có nguyên hàm trên K . 

Bài toán tìm nguyên hàm của một hàm số mà không chỉ rõ khoảng K  thì được hiểu là tìm nguyên hàm trên 
từng khoảng xác định của hàm số đó.  

b) Từ định nghĩa nguyên hàm, ta có    f x dx f x C   . 

2. Nguyên hàm của một số hàm số sơ cấp 

Nguyên hàm của hàm số lũy thừa 

• 0dx C ;  • 1dx x C  ;  •  
1

1
1

xx dx C


 




   
 . 

Chú ý: Người ta thường viết dx  thay cho 1dx . 

Nguyên hàm của hàm số 1y
x

 

• 1 lndx x C
x

  . 
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Nguyên hàm của một số hàm số lượng giác 

• cos sinxdx x C  ;  • sin cosxdx x C   ; 

• 2

1 tan
cos

dx x C
x

  ;  • 2

1 cot
sin

dx x C
x

   . 

Nguyên hàm của hàm số mũ 

• x xe dx e C  ;   •  0, 1
ln

x
x aa dx C a a

a
    . 

3. Tính chất cơ bản của nguyên hàm 

Nguyên hàm của tích một số với một hàm số 

•    kf x dx k f x dx  , với , 0k k ℝ . 

Nguyên hàm của tổng, hiệu hai hàm số 

•        f x g x dx f x dx g x dx       ; 

•        f x g x dx f x dx g x dx       . 

DẠNG TOÁN: KHÁI NIỆM NGUYÊN HÀM 

Ví dụ 1. Chứng minh rằng: 

a)   25F x x x   là một nguyên hàm của hàm số   5 2f x x   trên ℝ . 

b)   tanG x x  là một nguyên hàm của hàm số   2
1

cos
g x

x
  trên ;

2 2
   

 
. 

c)   2 1xH x e   là một nguyên hàm của hàm số   2 12 xh x e   trên ℝ . 

Ví dụ 2. a) Chứng minh  
3

3
xF x   là một nguyên hàm của   2f x x  trên ℝ . Từ đó suy ra họ tất cả 

các nguyên hàm của   2f x x  trên ℝ . 

b) Chứng minh   5F x x  là một nguyên hàm của   45f x x  trên ℝ . Từ đó suy ra họ tất cả 

các nguyên hàm của   45f x x  trên ℝ . 

c) Chứng minh   cotF x x   là một nguyên hàm của   2

1
sin

f x
x

  với mọi  0;x  . Từ đó 

suy ra họ tất cả các nguyên hàm của   2

1
sin

f x
x

  trên  0; . 

Ví dụ 3. a) Hàm số  
5

5
xF x   là nguyên hàm của hàm số  f x  nào trên ℝ ? 

b) Hàm số   sinF x x  là nguyên hàm của hàm số  f x  nào trên ℝ ? 

c) Hàm số   cotF x x  là nguyên hàm của hàm số  f x  nào? 



TOÁN 12 – CHƯƠNG 4  ThS. Trần Thanh Yên 
 

Trang 3 

Ví dụ 4. a) Cho   3 2 xf x dx x e C   . Tìm  f x . 

b) Cho   sin cosf x dx x x C   . Tính  f  . 

DẠNG TOÁN: TÌM HỌ NGUYÊN HÀM BẰNG CÔNG THỨC 

Ví dụ 5. Tìm: 

a) 6x dx  b) 
1 dx
x  c) 4x dx    

d) 3

1 dx
x  e) xdx  f) 3 xdx    

g) 5 2x dx  h) 
34

1 dx
x  i) 5 2.x x x dx  

Ví dụ 6. Tìm: 

a) 3x dx  b) 23 x dx  c) 12x dx  

d) 2xe dx  e) 1 25 x dx  f) 22 .3 .5x x x dx  

g) 1

5
2

x

x dx  h) 
2 13
4

x

x dx


  i)  1 22 3.2 2x x x dx    

Ví dụ 7. Tìm: 

a) 3cos xdx  b) 8sin xdx  c) 2sin cos
2 2
x x dx  

d)  sin cosx x dx  e)  2sin 5cosx x dx  f) 
cos 2

sin cos
x dx

x x  

g) 2

2
cos

dx
x  h) 2 2

3 1
cos sin

dx
x x

  
   i) 2tan x dx  

Ví dụ 8. Tìm: 

a)  2 5x dx  b)  22 3 5x x dx   c)  32 1x dx  

d) 23x dx  e)  22 1x dx  f)  3 24 3x x dx  

g) 
 21

2
x

dx
x


  h) 
3 1

1
x dx
x

  i) 

22x dx
x
 

 
   

Ví dụ 9. Tìm: 

a) 3

5 3

23x dx
x

 
 

 
  b) 2 32x dx

x
  
   c) 

2
22 2x dx

x
  
   

d) 43cos x dx
x

  
   e) 

2 1
1

x

x

e dx
e


  f) 8 1

2 1

x

x dx
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g) 21 sin
2
x dx  

   h) 
2

sin cos
2 2
x x dx  

   i) cos
4

x dx  
   

Ví dụ 10. Tìm: 

a) 
22 5 2
2 1

x x dx
x
 
  b) 

3 2 6
2

x x x dx
x

  
    

c)  cos 2 cos sin 2 sinx x x x dx  d)  2 xx xe dx  

DẠNG TOÁN: TÌM NGUYÊN HÀM THỎA ĐIỀU KIỆN 

Ví dụ 11. Cho hàm số   1f x
x

  với 0x  . Tìm nguyên hàm  F x  của  f x  thỏa mãn  2 0F   . 

Ví dụ 12. Tìm nguyên hàm  F x  của hàm số   cosf x x  thỏa mãn  0 0
2

F F    
 

. 

Ví dụ 13. Tìm nguyên hàm  F x  của hàm số   2xf x   thỏa mãn  0 1F  . 

Ví dụ 14. Cho hàm số    21 3f x x  . Tìm nguyên hàm  F x  của  f x  thỏa mãn  1 10F  . 

Ví dụ 15. Cho hàm số  
3 2

1f x
x

 . Tìm nguyên hàm  F x  của  f x  thỏa mãn  1 5F  . 

DẠNG TOÁN: CÁC BÀI TOÁN ỨNG DỤNG 

Ví dụ 16. Khi được thả từ độ cao 20 m, một vật rơi với gia tốc không đổi 10a  m/s2. Sau khi rơi được t  
giây thì vật có tốc độ bao nhiêu và đi được quãng đường bao nhiêu? 

Ví dụ 17. Một ô tô đang chạy với tốc độ 19 m/s thì hãm phanh và chuyển động chậm dần với tốc độ 
  19 2v t t   (m/s). Kể từ khi hãm phanh, quãng đường ô tô đi được sau 1 giây, 2 giây, 3 giây 

là bao nhiêu? 

Ví dụ 18. Một hòn đá rơi từ mỏm đá có độ cao 150 m so với mặt đất theo phương thẳng đứng. Biết tốc độ 
rơi của hòn đá (tính theo đơn vị m/s) tại thời điểm t  (tính theo giây) được cho bởi công thức 
  9,8v t t . Quãng đường rơi được S  của hòn đá tại thời điểm t  được cho bởi công thức nào? 

Sau bao nhiêu giây thì hòn đá chạm đến mặt đất? 

Ví dụ 19. Một quả bóng được ném lên từ độ cao 24,5 m với vận tốc được tính bởi công thức 
  9,8 19,6v t t    (m/s). 

a) Viết công thức tính độ cao của quả bóng theo thời gian t . 

b) Sau bao nhiêu lâu kể từ khi ném lên thì quả bóng chạm đất? 

Ví dụ 20. Một xe ô tô đang chạy với tốc độ 72 km/h thì người lái xe bất ngờ phát hiện chướng ngại vật trên 
đường cách đó 80 m. Người lái xe phản ứng một giây sau đó bằng cách đạp phanh khẩn cấp. Kể 
từ thời điểm này, ô tô chuyển động chậm dần đều với tốc độ   10 30v t t    (m/s), trong đó t  

là thời gian tính bằng giây kể từ lúc đạp phanh. Gọi  s t  là quãng đường xe ô tô đi được trong 

t  (giây) kể từ lúc đạp phanh. 

a) Lập công thức biểu diễn hàm số  s t . 
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b) Thời gian kể từ lúc đạp phanh đến khi xe ô tô dừng hẳn là bao nhiêu giây? 

c) Quãng đường xe ô tô đã di chuyển kể từ lúc người lái xe phát hiện chướng ngại vật trên đường 
đến khi xe ô tô dừng hẳn là bao nhiêu mét? Xe ô tô liệu có gặp tai nạn do va chạm với chướng 
ngại vật trên đường hay không? 

Ví dụ 21. Mực nước trong hồ chứa của nhà máy điện thuỷ triều thay đổi trong suốt một ngày do nước chảy 
ra (khi thuỷ triều xuống) và nước chảy vào (khi thuỷ triều lên) (xem hình). Tốc độ thay đổi của 

mực nước trong hồ chứa được cho bởi hàm số    21 5 120 480
216

h t t t    , trong đó t  tính 

bằng giờ  0 24t  ,  h t  tính bằng mét/giờ. Tại thời điểm 0t  , mực nước trong hồ chứa là 

6 m. (Nguồn: A. Bigalke et al., Mathematik, Grundkurs ma-1, Cornelsen 2016) 

a) Viết công thức xác định hàm số  h t . 

b) Mực nước trong hồ chứa cao nhất và thấp nhất bằng bao nhiêu (làm tròn kết quả đến hàng 
phần mười của mét)? 

c) Mực nước trong hồ chứa thay đổi nhanh nhất khi nào? Tốc độ thay đổi của mực nước trong 
hồ chứa khi đó là bao nhiêu? 

 
 

B. BÀI TẬP TỰ LUẬN 

Câu 1: Tính đạo hàm của hàm số   xF x xe , suy ra nguyên hàm của hàm số    1 xf x x e  . 

Câu 2: Hàm số   3 5F x x   là nguyên hàm của hàm số  f x  nào? 

Câu 3: Trong mỗi trường hợp sau, hàm số  F x  có là một nguyên hàm của hàm số  f x  trên khoảng 

tương ứng không? Vì sao? 

a)   lnF x x x  và   1 lnf x x   trên khoảng  0; ; 

b)   sin xF x e  và   cos xf x e  trên ℝ . 

Câu 4: Trong các cặp hàm số dưới đây, hàm số nào là một nguyên hàm của hàm số còn lại? 

a) xxe  và  1 xx e    b) 21 ln
2

x  và 
ln x
x

. 

Câu 5: Tìm hàm số  f x , biết một nguyên hàm của  f x  là: 

a)   sin 2F x x x    b)   xF x e x   
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Câu 6: Biết   2xF x e x   là một nguyên hàm của hàm số  f x  trên ℝ  và hàm số  f x  liên tục trên 

ℝ . Tìm  f x dx . 

Câu 7: Tìm: 

a) 5x dx  b)  
3 2

1 0dx x
x

  c) 7x dx  

d) 
3
5

x

x dx  e) 4x dx  f) 3x dx  

g) 2

1 dx
x  h) 

1
2x dx   i) 

3
5x dx  

Câu 8: Tìm: 

a) 
3 dx
x  b) 

4
9

dx
x  c) 4

1 dx
x  

d)  0x xdx x   e)  33 5 0x dx x
x

   
   f) 2x dx    

g) 1x dx  h)  
3

1 0dx x
x

  i) 
2
3x dx    

Câu 9: Tìm: 

a) 
3

1 dx
x  b) 

3x dx
x  c) 32 .3x x dx  

d) 3xe dx  e) 4x dx  f) 2 .3x x dx  

g) 
2
5

x

x dx  h) 24
x

dx  i) 
8 dx
x  

Câu 10: Tìm: 

a) 
21
8

dx
x  b) 32 x dx  c) 

1 dx
x x  

d) 2x dx  e) 
1
3x dx  f) 

1
x dx

e  

g) 36x dx  h) 14x dx  i) 2 1xe dx  

Câu 11: Tìm: 

a)  52 3x dx  b) 2
2
x dx

x
 

  
 
  c)  22 3x x dx  

d)  23x x dx  e)  29 2 7x x dx   f)   24 3 3x x dx   
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g) 
3

13 x dx
x

  
   h) 2

32x dx
x

  
   i)    27 3 0x x dx x   

Câu 12: Tìm: 

a)  2

2

2 1x
dx

x


  b) 12.3 .7
3

x x dx  
   c)  3 3xx dx  

d)  2 2x x dx  e)  6 3 27 4 3x x x dx   f)  2 3x x dx  

g) 
2 1x dx

x


  h) 
4

2

2x dx
x


  i)  2 12.3 x xe dx  

Câu 13: Tìm: 

a)  5cos 3sinx x dx  b)  26 1 cot x dx  c) 2
2

2
sin

xe dx
x

  
   

d)  2sin 3cosx x dx  e) 2sin
2
x dx  f) 2 2

1
sin cos

dx
x x  

g) 22
3cos

x
x ee dx

x

 
 

 
  h) 2 2

1 1
sin cos

dx
x x

  
   i) 24sin

2
x dx  

Câu 14: Tìm: 

a)  21 tan x dx  b)  21 tan x dx  c) 2

32cos
sin

x dx
x

  
   

d) 
2

sin cos
2 2
x x dx  

   e)  2tanx x dx  f)  22 cot x dx  

g)  5sin 6cosx x dx  h)  cos sinx x dx  i)  3cos 4sinx x dx  

Câu 15: Tìm: 

a) 2

12cos
cos

x dx
x

  
   b) 2 2

1 1
cos sin

dx
x x

  
   c)  23 cosx x dx  

d) 
3

23sin x dx
x

 
 

 
  e) 2

2 5
cos

x dx
x

  
   f) 2

1 4
sin

dx
x x

  
   

Câu 16: Tìm họ nguyên hàm của các hàm số sau: 

a)   46 sin
2

xef x x x    b)   54
2
xf x x    c)   45 3xf x

x x
      

d)   2 5x xf x e   e)   23 2 1f x x x    f)   3f x x x    

Câu 17: Tìm họ nguyên hàm của các hàm số sau: 

a)    22 1f x x    b)  
212f x x

x
   
 

 c)    3 1f x x x      


