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CHỦ ĐỀ 1: CĂN BẬC HAI. CĂN BẬC BA 

VẤN ĐỀ 1: CĂN BẬC HAI 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

• Căn bậc hai của số thực a không âm là số thực x sao cho 2x a= . 

* Chú ý:  

+ Số dương a có đúng hai căn bậc hai, là hai số đối nhau: 

- Số dương kí hiệu là a  

- Số âm kí hiệu là a− . 

+ Căn bậc hai của số 0 là 0. 

+ Số âm không có căn bậc hai. 

• Với số a không âm, số a  được gọi là căn bậc hai số học của a. 

• Ta có 2

0x
a x

x a
≥

= ⇔ 
=

. 

• So sánh hai căn bậc hai số học: 0a b a b< ⇔ ≤ < . 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 1. Tìm căn bậc hai và căn bậc hai số học của một số 

Phương pháp giải: Ta sử dụng kiến thức sau: 

1. Nếu a là số thực dương, các căn bậc hai của a là a  và a− ; căn bậc hai số học của a là 
a . 

2. Nếu a là số 0 thì căn bậc hai của a và căn bậc hai số học của a cùng bằng 0. 

3. Nếu a là số thực âm thì a không có căn bậc hai và do đó không có căn bậc hai số học. 

* Giáo viên hướng dẫn hoc sinh giải các bài tập sau: 

Bài 1. Tìm các căn bậc hai và căn bậc hai số học của các số sau: 

a) 0;   b) 64;   c) 9
16

;   d) 0,04. 

Bài 2. Mỗi số sau đây là căn bậc hai số học của số nào? 

a) 12;   c) -0,36;  c) 22
7

;  d) 0,2
3

. 

Bài 3. Tính: 
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a) 9 ;    b) 4
25

;   c) 23− ; 

d) ( )26− − ;   e) 
2

3
4

 
− 
 

;   g) ( )2
7− . 

Bài 4. Tính giá trị của các biểu thức sau: 

a) 2 181 16
3 2

− ;  b) 0,5 0,04 5 0,36+ ; 

c) 2 25 1 4
5 16 2 9

− ;  d) 25 94 5
16 25
− −

− + −
−

. 

Bài 5. Tìm giá trị của x, biết: 

a) 2 16 0x − = ;  b) 2 13x = ;  c) 2 9 0x + = ; 

d) 5x = ;  e) 2 0
3
x

− + = ; g) 2 2 1 4x x− + = . 

* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 6. Tìm các căn bậc hai và căn bậc hai số học của các số sau: 

a) 81;  b) 0,25;  c) 1,44;  d) 401
81

. 

Bài 7. Mỗi số sau đây là căn bậc hai số học của số nào? 

a) 13;  b) 3
4

− ;  c) 1 2
2 5

;  d) 0,12
0,3

. 

Bài 8. Tính: 

a) 121 ;  b) 16
25

;  c) ( )28− − ; 

d) ( )2
2− ;  e) 

2
1
4

 
− 
 

;  g) 
23

5
 
 
 

. 

Bài 9. Tính giá trị của các biểu thức sau: 

a) 2 125 4
5 2

− ;   b) 0,5 0,09 5 0,81+ ; 

c) 2 25 5 4
5 36 2 25

− ;   d) 36 812 5
16 25

− −
− + −

−
. 

Bài 10. Tìm giá trị của x, biết: 
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a) 2 1
3

x = ;  b) 2 36 0x + = ;  c) 15
3

x − = ; 

d) 8 11x− − = ; e) 1 1 3x − − = ;  g) 2 4 4 1 3x x− + − = . 

Dạng 2. So sánh các căn bậc hai số học 

Phương pháp giải: Ta có 0a b a b< ⇔ ≤ < . 

* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 11. So sánh:  

a) -2 và 3 ;  b) 3 và 2 2 ;  c) 11 và 99 ; 

d) 5 và 17 1+ ; e) 3 và 15 1− ; g) 1 3−  và 0,2 . 

Bài 12. Tìm giá trị của x, biết: 

a) 6x ≥ ;  b) 1x < ;  c) 1 6x− + ≥ ; d) 2 1 2x + ≤ . 

Bài 13. Tìm giá trị của x, biết: 

a) 2x x≥ ;  b)* 22x x≤ . 

* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 14. So sánh:  

a) 2 và 1 2+ ;  b) 3 11  và 12;  c) 1 và 3 1− ; 

d) 3  và 2 5− ;  e) -10 và 2 23− ;  g) 3 29−  và -15. 

Bài 15. Tìm giá trị của x, biết: 

a) 1 5x + ≥ ;  b) 1 2x + < ;  c) 2 2 8x− + > ;  d) 2 1 3x + ≤ . 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 16. Tìm các căn bậc hai và căn bậc hai số học của các số sau: 

a) 225;  b) 324;  c) 169
100

; 

d) 49
289

; e) 2,25; g) 0,16. 

Bài 17. Mỗi số sau đây là căn bậc hai số học của số nào? 

a) 17;  b) 3
4

 − − 
 

;  c) 3 2
2 3

;  d) 0,25
0,5

. 

Bài 18. Tính: 
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a) 225
9

;  b) 49
25

;  c) ( )2111− − ; 

d) 213 ;  e) ( )2
7− ;  g) 

2
1

400
 

− 
 

. 

Bài 19. Tính giá trị của các biểu thức sau: 

a) 2 9 1625 144
5 2 81

− + ;  b) 10,5 0,09 2 0,25
4

− + ; 

c) 9 3 641
16 2 9

− ;   d) 289 0,0910
16 9

− −
− + −

−
. 

Bài 20. Tìm giá trị của x, biết: 

a) 2 196 0x − = ;  b) 2 1
15

x = ;  c) 2 324 0x− + = . 

d) 2 100 0x + = ;  e) 7x = ;  g) 13
3

x − = . 

Bài 21. Tìm giá trị của x, biết: 

a) 3 1 4 13x − − = ;  b) 29 6 1 18x x− + = ;  c) 12
2

x + = ; 

d) 2 3 0x− + = ;  e) 2 4 3
2
x +

= ;   g) 2 4
3x
=

−
. 

Bài 22. Tìm giá trị của x, biết: 

a) 9 31x + ≤ ;  b) 2 1 6x − > ;   

c) 3 5x + ≥ ;   d) 2 1 5 2x − + < . 

Bài 23. So sánh các số sau: 

a) 4 và 1 7+ ;  b) 2 5  và 8;  c) -6 và 2 7− ; 

d) 4 và 23 1− ;  e) 0,5  và 3 2− ; 

g) 2015 2018+  và 2016 2017+ . 

Bài 24.* Chứng minh 3  và 7  là các số vô tỉ. 

Bài 25.* Cho biểu thức A = 2 2x x− + . 

a) Đặt 2y x= + . Hãy biểu thị A theo y; 

b) Tìm giá trị nhỏ nhất của A. 
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Bài 26.* So sánh: 

a) 1 1 1 1...
1 2 3 100
+ + + +  và 10;  b) 4 4 4 ... 4+ + + +  và 3. 
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VẤN ĐỀ 2. CĂN THỨC BẬC HAI VÀ HẰNG ĐẲNG THỨC 2A A=  
(PHẦN I) 

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

Hằng đẳng thức: 2 0
0

A khi A
A A

A khi A
≥

= = − <
 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 1. Tính giá trị của biểu thức chứa căn bậc hai 

Phương pháp giải: 

Sử dụng hằng đẳng thức: 2 0
0

A khi A
A A

A khi A
≥

= = − <
 

* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 1. Tính: 

a) ( )24 0,4
3

− − ;    b) ( ) ( )6 44 3 5 2− + − ; 

c) 49144. . 0,01
64

;    d) 2 2 2 272 : 3 4 3 5 3+ − − . 

Bài 2. Rút gọn biểu thức: 

a) ( )2
5 5 5+ − ;    b) ( )2

4 11 11− + ; 

c) ( )2
2 2 7 2 2− + ;   d) ( ) ( )2 2

2 3 1 3− + − . 

Bài 3. Chứng minh: 

a) ( )2
11 6 2 3 2+ = + ;   b) ( )2

8 2 7 7 1− = − ; 

c) 11 6 2 11 6 2 6+ + − = ;  d) 8 2 7 8 2 7 2− − + = − . 

Bài 4. Thực hiện các phép tính sau: 

a) 5 2 6 5 2 6+ − − ;   b) 41 12 5 41 12 5− − + ; 

c) 49 12 5 49 12 5− + + ;  d) 29 12 5 29 12 5+ + − . 

* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 5. Tính: 
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a) 
215

5
− 

 
 

;     b) ( ) ( )2 23 1,5 4 0,5− − − ; 

c) ( )0,25 225 2,25 : 169− + ;  d) ( )0,04 121 1,44 81+ − . 

Bài 6. Rút gọn biểu thức: 

a) ( )2
3 5 5− + ;    b) ( )2

7 5 7− + ; 

c) ( ) ( )2 2
11 4 11 4− + + ;  d) ( ) ( )2 2

2 3 3 8 3 3− + − . 

Bài 7. Chứng minh: 

a) ( )2
28 10 3 3 5− = − ;   b) ( )2

193 132 2 11 6 2− = − ; 

c) 28 10 3 28 10 3 10− + + = ;  c) 193 132 2 193 132 2 22− + + = . 

Bài 8. Thực hiện các phép tính sau: 

a) 10 4 6 10 4 6+ − − ;   b) 39 12 3 39 12 3− + + ; 

c) 31 12 3 31 12 3− − + ;   d) 21 12 3 21 12 3+ + − . 

Dạng 2. Rút gọn biểu thức chứa căn thức bậc hai 

Phương pháp giải: Sử dụng hằng đẳng thức: 2 0
0

A khi A
A A

A khi A
≥

= = − <
 

Bài 9. Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 25 25 25a a−  với 0a ≤ ;   b) 249 3a a+  với 0a ≥ ; 

c) 4 216 6a a+ ;    d) 6 33 9 6a a−  với 0a ≤ . 

Bài 10. Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 24 4 4x x x− − +  với 2x ≥ ;  b) 23 9 6x x x+ + +  với 3x ≤ − ; 

c) 
( ) ( ) 2

6 9 3
4 4 4

9

x x x
x x x

x

+ + −
− − +

−
 với 0 9x≤ ≠ ; 

d) 
2 4 4

2
x x

x
− +
+

 với 2x ≠ − . 

* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 11. Rút gọn các biểu thức sau: 
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a) 24 16 16a a−  với 0a ≤ ;   b) 264 3a a+  với 0a ≥ ; 

c) 4 225 6a a+ ;    d) 6 33 81 6a a−  với 0a ≤ . 

Bài 12. Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 24 2 1x x x− − +  với 1x ≥ ;  b) 23 9 6x x x+ − +  với 3x ≥ ; 

c) 
( ) ( )10 25 5

5
25

x x x
x

x

+ + −
−

−
 với 0 25x≤ ≠ ; 

d) 
2 4 4

2
x x

x
− +
−

 với 2x ≠ . 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 13. Tính: 

a) ( )27 0,81
9

− − ;    b) 
26 1

5 36
− 

 
 

; 

c) 49. 144 256 : 64+ ;   d) 2 272 : 2 .3 .36 225− . 

Bài 14. Thực hiện các phép tính sau: 

a) ( ) ( )2 2
11 6 2 11 6 2− + + ;  b) ( ) ( )2 2

10 4 6 10 4 6− − + ; 

c) ( ) ( )2 2
4 5 1 5− + − ;   d) ( ) ( )2 2

7 2 1 2+ − − . 

Bài 15. Chứng minh: 

a) ( )2
7 4 3 2 3+ = + ;   b) ( )2

6 2 5 5 1− = − ; 

c) ( )2
5 2 27 10 2− = − ;   c) 9 4 5 9 4 5 4+ − − = . 

Bài 16. Rút gọn biểu thức: 

a) 6 2 5 6 2 5+ + − ;   b) 8 2 7 8 2 7− − + ; 

c) 11 6 2 11 6 2+ − − ;   d) 17 12 2 17 12 2+ + − . 

Bài 17. Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 264 2a a+ ;    b) 6 33 9 6a a−  

Bài 18. Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 2 26 9 6 9a a a a+ + + − +  với 3 3a− ≤ ≤ ; 
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b) 2 1 2 1a a a a+ − + − −  với 1 2a≤ < . 

Bài 19. Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 8 2 4
4

a a a a
a

− + −
−

;   b) 12 6

7 2 6 7 2 6+ − −
. 
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VẤN ĐỀ 3. CĂN THỨC BẬC HAI VÀ HẰNG ĐẲNG THỨC 2A A=  
(PHẦN II) 

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

Hằng đẳng thức: 2 0
0

A khi A
A A

A khi A
≥

= = − <
 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 3. Tìm điều kiện để biểu thức chứa căn bậc hai có nghĩa 

Phương pháp giải: Chú ý rằng biểu thức A  có nghĩa khi và chỉ khi 0A ≥ . 

* Giáo viên hướng dẫn học sinh  giải các bài tập sau: 

Bài 1. Với giá trị nào của x thì các căn thức sau có nghĩa: 

a) 2 4x − ;  b) 7 6x− ;  c) 2
3 1x
−
−

;  d) 2

3 2
2 4

x
x x

−
− +

. 

* Chú ý rằng, với a là số dương, ta luôn có: 

2 2

2 2

x a
x a

x a

x a a x a

≥
≥ ⇔  ≤
≤ ⇔ − ≤ ≤

 

Bài 2. Với giá trị nào của x thì các căn thức sau có nghĩa: 

a) ( ) ( )3 5 6x x− − ;  b) 2 4
5
x

x
−
−

;  c) 2 8 9x x− − ;  d) 216 x− . 

* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 3. Với giá trị nào của x thì các căn thức sau có nghĩa: 

a) 2 3x − ;  b) 7x− ;  c) 1 4x− ;  d) 23 1x + . 

Bài 4. Với giá trị nào của x thì các căn thức sau có nghĩa: 

a) 2
1x −

;  b) 7
3

x− − ;  c) 3
4
x

x
−
−

;  d) 
2 2 4
2 3

x x
x
+ +
−

. 

Bài 5. Với giá trị nào của x thì các căn thức sau có nghĩa: 

a) ( ) ( )2 6x x− − ;  b) 2 4 5x x− − ;  c) 2 9x − ;  d) 21 x− . 

Dạng 4. Giải phương trình chứa căn thức bậc hai 

Phương pháp giải: Ta chú ý một số phép biến đổi tương đương liên quan đến căn thức 
bậc hai sau đây: 
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* 2

0
;

B
A B

A B
≥

= ⇔ 
=

   * 2 ;A B A B= ⇔ =  

* ( )0 0
;

B hay A
A B

A B
≥ ≥

= ⇔ 
=

  * 2 2 .A B A B A B= ⇔ = ⇔ = ±  

* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 6. Giải các phương trình: 

a) 6 13x − = ;    b) 2 2 4 1x x x− + = − ; 

c) 2 8 16 9 1x x x− + = − ;   d) 2 4 1x x x− − = − ; 

e) 2 24 4 4 12 9x x x x− + = − + ;  g) 2 1 2x x+ − = . 

* Học sinh tự luyện bài tập sau tại lớp: 

Bài 7. Giải các phương trình: 

a) 9 3x + = ;     b) 22 2 3 1x x+ = − ; 

c) 2 2 1 19 1x x x− + = − ;   d) 2 6 3x x x− − = − ; 

e) 2 24 4 1 12 36x x x x+ + = + + ;  g) 4 4 2x x+ − = . 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 8. Với giá trị nào của x thì các căn thức sau có nghĩa: 

a) 5 10x− − ;   b) 2 2 1x x− + ;   

c) 22 4 5x x+ + ;  d) 2 4 4x x− + − . 

Bài 9. Với giá trị nào của x thì các căn thức sau có nghĩa: 

a) 5
7x

−
− −

;  b) 2 3 2x x− + ;  c) 3
5
x

x
+
−

;  d) 
2

1
5 6x x− +

. 

Bài 10. Giải các phương trình sau: 

a) 9 3x + = ;     b) 2 2 4 1x x x− + = − ; 

c) 2 6 9 4x x x− + = − ;   d) 2 22 1 4 4 3x x x x− + + − + = . 

Bài 11. Giải các phương trình sau: 

a) 2 4 2x x+ = − ;    

b) 2 10 25 3 19x x x− + = − ; 
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c) 2 29 6 9 0x x x− + − + = ;   

d) 2 2 2 2 3 2 13 8 2 3 5x x x x− + − + + + − = . 

Bài 12*. a) Chứng minh nếu 2 2 1x y+ =  thì 2 2x y− ≤ + ≤ . 

b) Cho x, y, z là các số thực dương, chứng minh: 

1 1 1 1 1 1
x y z xy yz xz
+ + ≥ + + . 

Bài 13*. Tìm giá trị nhỏ nhất của các biểu thức sau: 

a) A = 2 24 4 1 4 12 9x x x x− + + − + ; 

b) B = 2 249 22 9 49 22 9x x x x− + + + + . 

Bài 14*. Tìm các số x, y, z thỏa mãn đẳng thức: 

8 2 1 4 2 6 3x y z x y z+ + + = − + − + − . 
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VẤN ĐỀ 4. LIÊN HỆ PHÉP NHÂN, PHÉP CHIA VỚI PHÉP KHAI PHƯƠNG 
(PHẦN I) 

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

• Khai phương một tích: 

Với 0; 0A B≥ ≥  ta có .AB A B= . 

• Khai phương một thương: 

Với 0; 0A B≥ >  ta có A A
B B
= . 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 1. Thực hiện phép tính 

Phương pháp giải: Áp dụng các công thức khai phương một tích hoặc khai phương một 
thương ở trên. 

* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 1. Tính: 

a) 45.80 ;  b) 2,5.14,4 ;  c) 10. 40 ;  d) 52. 13 . 

Bài 2. Tính: 

a) 9
169

;  b) 91
16

;  c) 2300
23

;  d) 12,5
0,5

. 

Bài 3. Thực hiện phép tính: 

a) 9 1 . 2
2 2

 
− 

 
;   b) ( )12 27 3 . 3+ − ; 

c) 8 5024 . 6
3 3

 
− + 

 
;  d) 12 6 4 3 5 2 8 .3 6

4
 − + − 
 

. 

Bài 4. Thực hiện phép tính: 

a) ( )45 20 5 : 6− + ;   b) 1 16 7 : 7
7 7

 
− + 

 
; 

c) ( )325 117 2 208 : 13− + ;  d) 1 1 2 3 2 1 2 1:
3 2 3 2 7 6 7 8

   
− +   

   
. 

* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 5. Tính:  
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a) 32.200 ;  b) 9 25:
16 36

;  c) 11. 1100 ;  d) 13. 52 . 

Bài 6. Tính: 

a) 25
64

;  b) 161
9

;  c) 999
111

−
−

;  d) 640. 34.3
567

. 

Bài 7. Thực hiện phép tính: 

a) 16 1 . 3
3 3

 
− 

 
;   b) ( )20 45 5 . 5+ − ; 

c) 8 506 . 6
2 3

 
− + 

 
;  d) ( ) ( )6 2 3 2+ − . 

Bài 8. Thực hiện phép tính: 

a) 1 16 11 : 11
11 11

 
− + 

 
;  b) ( )20 300 15 675 5 75 : 15− + ; 

c) 1 4 3 : 3
3 3

 
− + 

 
;  d) 3 5 : 2− . 

Dạng 2. Rút gọn biểu thức 

Phương pháp giải: Áp dụng các công thức khai phương một tích hoặc khai phương một 
thương. 

* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 9. Rút gọn: 

a) 10 15
8 12
−
−

;    b) 15 5 5 2 5
3 1 2 5 4
− −

−
− −

; 

c) 2 8 12 5 27
18 48 30 162

− +
−

− +
;  d) ( )3 2 3 2 2 2 3

3 2 1
+ +

+ − +
+

. 

Bài 10. Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 
1

a a
a
−
−

;    b) x xy
x y
−
−

 với 0, 0,x y x y≥ ≥ ≠ ; 

c) 
2

x y y x
x xy y

+
+ +

;   d) 3 2 1
4 4 1

a a
a a

− −
− +

. 

* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 11. Tính:  
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a) 15 6
35 14

−
−

;    b) 5 5
10 2
+
+

; 

c) 5 2 5 5 3 52 2
2 5 3 5

  − +
− −  

− +  
; 

d) 4 1 13 2 3 1,2 2 4
3 3 5

  
+ + + −  

  
. 

Bài 12. Rút gọn các biểu thức sau: 

a) x xy
x y
+
−

 với 0, 0,x y x y≥ ≥ ≠ ;  b) 
1

a a
a
+
+

; 

c) 4 4 4
2 2

a a a
a a

+ + −
+

+ −
;   d) 

2
x y y x

x xy y
−

− +
. 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 13. Tính: 

 a) 2. 18 ;  b) 5. 125 ;  c) 9
196

;  d) 72
81

. 

Bài 14. Tính: 

a) 16. 25 196 : 49+ ;  b) ( )28 63 7 : 7− + ; 

c) 2,5. 30. 48 ;   d) 1 14 343 .2 .2
16 25 81

. 

Bài 15. Thực hiện phép tính: 

a) ( ) 312 2 27 150
2

+ − ;  b) ( )28 12 7 2 21− − + ’ 

c) ( ) ( )1 2 3 1 2 3+ − + + ; d) ( ) ( )2
3 2 3 3 2− − + . 

Bài 16. Rút gọn biểu thức sau: 

a) 
2 3

3
x
x

−
+

;  b) 2
4

x
x
−
−

;  c) 
2

2

2 2 2
2

x x
x

− +
−

;  d) 
2

5
2 5 5

x
x x

+
+ +

. 
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VẤN ĐỀ 5. LIÊN HỆ PHÉP NHÂN, PHÉP CHIA VỚI PHÉP KHAI PHƯƠNG 
(PHẦN II) 

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

Nhắc lại các công thức khai phương ở Vấn đề 4: 

• Khai phương một tích: 

Với 0; 0A B≥ ≥  ta có .AB A B= . 

• Khai phương một thương: 

Với 0; 0A B≥ >  ta có A A
B B
= . 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 3. Tính giá trị của một biểu thức 

* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 1. Tính: 

a) 15 5
6 2
−
−

;    b) 
( )3 5. 3 5

10 2

− +

+
; 

c) 2 10 30 2 2 6
2 10 2 2
+ − −

−
;  d) ( )2

1 2016 . 2017 2 2016− + . 

* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 2. Tính: 

a) 12,1.360 ;  b) 0,4. 6,4 ;  c) ( )20,4 0.4− − ;  d) ( )242 . 7− . 

Bài 3. Tính: 

a) ( )2
15 2 3 12 5+ + ;   b) ( ) ( )2

2 5 2 3 5 1 2 5 6 5− + − + . 

Dạng 4. Rút gọn biểu thức 

Phương pháp giải: Sử dụng hằng đẳng thức: 2 0
0

A khi A
A A

A khi A
≥

= = − <
 

và phép khai phương của một tích hoặc một thương. 

* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 4. Rút gọn các biểu thức sau: 

a) ( )227.48 1 a−  với 1a < ;    b) ( )241 . a a b
a b

−
−

 với a b< ; 
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c) 2 3.
3 8
a a  với 0a ≥ ;   d) 5 . 45 3a a a−  với 0a ≥ . 

Bài 5. Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 
3 3a b a b
a ba b

− +
−

−−
 với 0, 0,a b a b≥ ≥ ≠ ; 

b) 2 3
2 5 3

a ab b
a ab b
+ −
− +

 với 0, 0,4 9a b a b≥ ≥ ≠ . 

* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 6. Rút gọn các biểu thức sau: 

a) ( )2 43 0,2. 180a a− − ;   b) ( )227 3
48
a −  với 3a < ; 

c) 
363

7
y
y

 với 0y > ;    d) 
4 6

6 2

16
128

a b
a b

 với 0, 0a b< ≠ . 

Bài 7. Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 2
2 1

a a
a
−
−

;  b) 
2 2

2
x
x

−
−

;  c) 3
9

x
x
−
−

;  d) x x y
x y
+
−

. 

Dạng 5. Giải phương trình 

Phương pháp giải: Chú ý rằng: 

* 2

0B
A B

A B
≥

= ⇔ 
=

.  *
0 ( 0)

.
B hay A

A B
A B
≥ ≥

= ⇔  =
 

* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 8. Giải các phương trình sau: 

a) 2 3 2
1

x
x
−

=
−

;    b) 24 9 2 2 3x x− = + ; 

c) 22 4 0x x− − − = ;   d) 14 20 5 9 45 4
3

x x x− + − − − = . 

* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 9. Giải các phương trình sau: 

a) 2 8 16 5x x− + = ;    b) 9 7 7 5
7 5
x x
x
−

= +
+

; 

c) 23 2 9 0x x− − − = ;  
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d) 1 12 9 27 25 75 49 147 20
5 7

x x x− − − − − = . 

Bài 10. Giải các phương trình sau: 

a) 3 2
2 1
x
x
−

=
+

;   b) 10 7 3 5
3 5
x x
x
−

= +
+

; 

c) 22 2 4 0x x− − − = ;  d) 12 4 8 9 18 2
2

x x x− + − − − = . 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 11. Tính: 

a) 2.80 ;  b) 25
144

;  c) 5. 45 ;  d) 142
25

. 

Bài 12. Thực hiện phép tính: 

a) 5 5 5 5
5 5 5 5
+ −

+
− +

;    b) 2 8 12 5 27
18 48 30 162

− +
−

− +
; 

c) ( ) ( )2 5 3 2 5 3+ + + − ;  d) 2 3 2 3
2 3 2 3
− +

+
+ −

. 

Bài 13. Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 2 1
2 1

x x
x x
− +
+ +

 với 0x ≥ ;  b) 
2 2

2 2

2 3 6 3
4

x xy y
x y

+ +
−

 với 0x y+ > ; 

c) 
2

7
2 7 7

x
x x

+
+ +

;   d) 
2

x y y x
x xy y

+
+ +

. 

Bài 14. Giải các phương trình sau: 

a) 2 10 25 7x x− + = ;  b) 3 2
2 1
x
x
−

=
+

; 

c) 225 9 2 5 3x x− = − ;  d) 15 4 20 9 45 3
5

x x x− + − − − = . 

Bài 15. Giải các phương trình sau: 

a) 2 3 2
1

x
x
−

=
−

;   b) 3 2
2 1
x
x
−

=
+

; 

c) 10 3 2 1
2 1
x x
x
−

= +
+

;   d) 24 9 2 2 3x x− = − . 

Bài 16. Cho x là số thực bất kỳ. Chứng minh ta luôn có: 
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4

4

5 2
4

x
x
+

>
+

. 
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VẤN ĐỀ 6. BIẾN ĐỔI ĐƠN GIẢN BIỂU THỨC CHỨA CĂN BẬC HAI 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

• Đưa thừa số 2A  ra ngoài dấu căn: 2A B A B=  với 0B ≥ . 

• Đưa thừa số vào trong dấu căn: 
2

2

0
.

0

A B khi A
A B

A B khi A

 ≥= 
− <

 

• Khử mẫu của biểu thức dưới dấu căn bậc hai: 

2

. 1 .A A B A B
B B B
= =  với 0, 0.B AB≠ ≥  

• Trục căn thức ở mẫu: 

( )

( )

. ;

;

.

A A B
BB

m A Bm
A BA B

m A Bm
A BA B

=

+
=

−+

−
=

−−

 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 1. Đưa thừa số ra ngoài dấu căn hoặc vào trong dấu căn 

Phương pháp giải: 

1. Cách đưa thừa số 2A  ra ngoài dấu căn: 2A B A B=  với 0B ≥ . 

2. Đưa thừa số vào trong dấu căn: 
2

2

0
.

0

A B khi A
A B

A B khi A

 ≥= 
− <

 

* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 1. Đưa thừa số ra ngoài dấu căn: 

a) 27x  với 0x ≥ ;   b) 28y  với 0y ≤ ; 

c) 325x  với 0x ≥ ;   d) 448y . 

Bài 2. Đưa thừa số vào trong dấu căn: 

a) 13x  với 0x ≥ ;   b) 2x  với 0x ≤ ; 

c) 15x
x

 với 0x > ;   d) 15x
x
−  với 0x < . 
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* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 3. Đưa thừa số ra ngoài dấu căn: 

a) 213x  với 0x ≥ ;   b) 212 y  với 0y ≤ ; 

c) 381x  với 0x ≥ ;   d) 848y . 

Bài 4. Đưa các thừa số vào trong dấu căn: 

a) 13x  với 0x ≥ ;   b) 3x  với 0x ≤ ; 

c) 72 y
y

 với 0y > ;   d) 72 y
y
−  với 0y < . 

Dạng 2. So sánh các căn bậc hai 

Phương pháp giải: Đưa thừa số ra ngoài hoặc vào trong dấu căn rồi so sánh. 

* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 5. So sánh các số: 

a) 5 2  và 4 3 ;   b) 5 1
2 6

 và 16
37

; 

c) 2 29  và 3 13 ;   d) 5 2
4

 và 3 3
2 2

. 

Bài 6. Sắp xếp theo thứ tự tăng dần: 

a) 3 5; 2 6; 29; 4 2;   b) 6 2; 38; 3 7; 2 14.  

* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 7. So sánh các số: 

a) 3 5  và 2 7 ;   b) 3 1
2 3

 và 16
14

; 

c) 3 21  và 2 47 l;   d) 5 3
9

 và 2 14
7

. 

Bài 8. Sắp xếp theo thứ tự giảm dần: 

a) 7 2; 2 8; 28; 5 2;   b) 2 5; 2 40; 3 8; 5 30.  

Dạng 3: Rút gọn biểu thức chứa căn bậc hai 
Phương pháp giải: Đưa thừa số ra ngoài hoặc vào trong dấu căn rồi rút gọn. 
* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau:  

Bài 9: Rút gọn biểu thức sau: 
a) 5 48 4 27 2 75 108;− − +   
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b) 5 16a 4 25a 2 100a 169a− − +  với a 0.≥   
Bài 10: Rút gọn biểu thức sau: 

a) 23 a 5a−  với a 0;≤   b) 6 33 4a 3a−  với a 0;≤   

c) 4 2 3 4 2 3;+ + −   d) 2x 2 4 4x x− − − +  với x 2.>   
* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 11: Rút gọn biểu thức sau: 

a) 2 24 2 54 3 6 150;− + −   b) 25 4a 4 a 100a− −  với a 0.>   
Bài 12: Rút gọn biểu thức sau: 

a) 24a 5a+  với a 0;≥   b) 225x 3x+  với x 0;≤   

c) 2x 2 4 4x x− − − +  với x 2;≤   d) 23 x 9 9x x− + + +  với x 3.≤ −   
Dạng 4: Trục căn thức ở mẫu 

Phương pháp giải: 
1. Cách khử mẫu của biểu thức dưới dấu căn bậc hai: 

2
A A.B 1 . A.B
B BB
= =  với B 0; AB 0.≠ ≥  

2. Cách trục căn thức ở mẫu: 
A A. B ;

BB
=  

m m( A B) ;
A BA B

−
=

−+
 

m m( A B) .
A BA B

+
=

−−
 

* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 
Bài 13: Khử mẫu của mỗi biểu thức lấy căn và rút gọn (nếu được): 

a) 2 ;
3

  b) 
2x

5
 với x 0;≥   

c) 
35a

49b
 với a 0; b 0;≥ >   d) 37xy

xy
−  với x 0, y 0.< >   

Bài 14: Trục căn thức ở mẫu và rút gọn: 

a) 10 2 10 ;
5 2
+
+

  b) 2 8 12 ;
18 48

−
−

  c) 2 ;
5 3−

  d) 2 3 .
2 3
−
+

  

Bài 15: Trục căn thức và thực hiện phép tính: 

a) 15 4 12 .( 6 11);
6 1 6 2 3 6

 + − + + − − 
  b) 1 1 ;

3 5 5 1
−

− −
  

c) 1 1 1 5;
5 1 5 2 3 5

+ − −
+ − −

  d) 1 1 .
5 3 2 5 3 2

+
+ −

  

* Học sinh tự luyện giải các bài tập sau tại lớp: 
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Bài 16: Khử mẫu của mỗi biểu thức lấy căn và rút gọn (nếu được): 

a) 2 ;
7

   b) 
2x

31
 với x 0;≥    

c) 
35b

49a
 với a 0, b 0;> ≥   d) 167xy

xy
−  với x 0, y 0.< <   

Bài 17: Trục căn thức ở mẫu và rút gọn: 

a) 5 2 5 ;
5 2
+
+

  b) 2 6 10 ;
4 3 2 5

−
−

  c) 1 ;
2 2 3 3−

  d) 3 5 .
3 5
−
+

  

Bài 18: Trục căn thức và thực hiện phép tính: 

a) 3 2 3 2 2 (2 3);
3 2 1

+ +
+ − −

+
  b) 5 5 5 51 . 1 ;

1 5 1 5
   + −
− −      + −   

  

c) 5 2 5 5 3 52 . 2 ;
2 5 3 5

   − +
− −      − +   

  d) 3 2 1 .
5 2 2 2 3 2

− +
− − +

   

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ   
Bài 19: Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 125 2 20 3 80 4 45;− − +   b) 310 28 2 275 3 343 396;
2

− − −   

c) 1 1 ;
7 4 3 7 4 3

+
+ −

  d) 1 .
2 11 3 7−

  

Bài 20: Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 4 29a 2a ;+   b) 29x 2x−  với x 0;≥   

c) 4 2 3 3;− −   d) 23 x x 6x 9− + + +  với x 3.> −   
Bài 21: Tính: 

a) (2 45 80 125). 5;+ −   b) 16 1 42 3 6 ;
5 45 20
− −   

c) 3 7 2 6 3 6;− − −   d) 3 4 1 .
5 2 3 5 2 1

− +
+ − −

  

Bài 22: Tính: 

a) 3 5 3 5;− + +   b) 16 1 42 3 6 ;
5 27 75
− −  

c) 1 6 2 4175 ;
8 7 3 2

−
+ −

+ −
  d) 10 84 34 2 189.− − +   

Bài 23: Tính: 

a) 2 3 15 1. ;
3 1 3 2 3 3 3 5

 + + − − − + 
  b) 3 3 ;

3 1 1 3 1 1
−

+ − + +
  

c) 3 1 12 ;
20 60 15

+ −   d) 14 7 15 5 1: .
1 2 1 3 7 5

 − −
+  − − − 

  

Bài 24: Giải phương trình: 
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a) x 5 2 25x 125 22;− + − =   b) 118x 9 8x 4 2x 1 4;
3

+ − + + + =   

c) x 2 x 4 ;
x 5 x 6
− −

=
− −

  d) 14x 8 x 2 9x 18 9.
2

− − − + − =   

Bài 25: Giải phương trình: 

a) 24x 9 2 2x 3;− = +   b) x 5 14x 20 3 9x 45 4;
9 3
−

− + − − =   

c) 2 1 x 19x 9 16x 16 27 4;
3 4 81

−
− − − + =   d) 

2
29x 27 4x 12 9x 815 7 7 x 9 18 0.

25 9 81
− − −

− − − + =   

Bài 26: Tìm x, y, z biết rằng: 

a) x 2 y 1 y 4y 4;+ + + = +   b) 1x 1 y 3 z 1 (x y z).
2

+ + − + − = + +   

Bài 27: Rút gọn: 
1 1 1 1A ... .

1 2 2 3 3 4 n 1 n
= + + + +

+ + + − +
 

Bài 28: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

A x 2 x 1 x 2 x 1.= − − + + −  
Bài 29: Chứng minh với mọi số tự nhiên n khác 0, ta luôn có: 

1 1 11 ... 2( n 1 1).
2 3 n

+ + + + > + −  

Bài 30: Chứng minh: 
2002 2003 2002 2003.
2003 2002

+ > +  
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VẤN ĐỀ 7: RÚT GỌN BIỂU THỨC CHỨA CĂN BẬC HAI 
VÀ CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN 

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 
Để rút gọn biểu thức có chứa căn thức bậc hai, ta cần biết vận dụng linh hoạt thích hợp các 
phép biến đổi đơn giản như: Đưa thừa số ra ngoài dấu căn, đưa thừa số vào tròn dấu căn, khử 
căn ở mẫu và trục căn thức ở mẫu để làm xuất hiện các căn thức bậc hai có cùng một biểu thức 
dưới dấu căn ... 
B. BÀI TẬP VÀ  CÁC DẠNG TOÁN 
Dạng 1: Rút gọn biểu thức chứa căn bậc hai 
Phương pháp giải: 
Bước 1: Vận dụng thích hợp các phép tính và các phép biến đổi đã biết làm xuất hiện căn thức 
cùng loại; 
Bước 2: Cộng, trừ, các căc thức bậc hai cùng loại. 
* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 
Bài 1: Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 32 50 2 8 18;+ − +   b) 1 4,5 12,5;
2
+ +   

c) 2(1 2 3) 4 2 3;− − −   d) 2 396 6 10 4 6.
3 3 6

− + − −
+

  

Bài 2: Rút gọn các biểu thức sau: 

a) a 45 a 6 a 5
4 a

+ − +  với a 0;>    

b) 3 25 a 4b 25a 5a 16ab 9a− + −  với a 0, b 0.≥ ≥   
* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 
Bài 3: Rút gọn biểu thức sau: 

a) 27 48 2 752 ;
4 9 5 16
− −   b) ( 99 18 11). 11 3 22;− − +   

c) ( 5 3). 8 2 15;+ −   d) ( 48 2 3 2 5). 5 2 45 : 3.− + −   
Bài 4: Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 2
1 1 11 . ;

5 2 5 2 ( 2 1)
 − + − + + 

  

b) 3 2 5
2

4 22 a 9a a 25a
a a

− + +  với a 0.>   

Dạng 2: Chứng minh đẳng thức chứa căn thức bậc hai 
Phương pháp giải: Thực hiện các phép biến đổi căn thức và các hằng đẳng thức đáng nhớ để 
thực hiện phép chứng minh. 
* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 
Bài 5: Chứng minh đẳng thức sau: 
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a) 
2

1 a a 1 aa 1
1 a1 a

  − −
+ =    −−  

 với a 0, a 1.≥ ≠   

b) 
2 4

2 2 2
a b a b. a
b a 2ab b
+

=
+ +

 với a b 0+ >  và b 0.≠   

* Học sinh tự luyện bài tập sau tại lớp: 
Bài 6: Chứng minh các đẳng thức sau: 

a) 2 3 6 216 1 3. ;
3 28 2 6

 − −
− =  − 

  

b) a b a b 2b 2 b
b a2 a 2 b 2 a 2 b a b

+ −
− − =

−− + −
 với a b≠  và a 0, b 0.≥ ≥   

Dạng 3: Rút gọn biểu thức và các bài toán liên quan 
* Phương pháp giải: 
1. Để rút gọn biểu thức, ta thực hiện các phép biến đổi căn thức và các hằng đẳng thức đáng 
nhớ. 
2. Các bài toán liên quan thường gặp là: 
- Tính giá trị của biểu thức với giá trị của biến cho trước; 
- Giải phương trình hoặc bất phương trình chứa căn bậc hai; 
- Tìm giá trị nguyên của biểu thức; 
- So sánh biểu thức với một số; 
- Tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của biểu thức. 
* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 7: Cho biểu thức 2 x 9 x 3 2 x 1M .
x 5 x 6 x 2 3 x

− + +
= − −

− + − −
  

a) Rút gọn M; 
b) Tính giá trị của M khi x 11 6 2;= −   
c) Tìm các giá trị thực của x để M = 2; 
d) Tìm các giá trị thực của x để M 1;<   
e) Tìm các giá trị x nguyên để M nguyên. 

* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 8: Với x 0,>  cho các biểu thức 1 xA
x x 1

= +
+

 và xB .
x x

=
+

  

a) Tính giá trị của A khi x = 4; 

b) Tìm các giá trị thực của x để 1B ;
3

=   

c) So sánh B với 1; 
d) Đặt P A : B.=  Tìm x thỏa mãn P x (2 5 1). x 3x 2 x 4 3.+ − = − − +   

Bài 9: Cho biểu thức 1 2 x x x 1P :
x 1x 1 x x x x 1 x x x x 1

   +
= − +      +− − + − + + +   

 với x 0, x 1.≥ ≠   

a) Rút gọn P; b) Tìm x để 1P ;
2

<   
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c) Tìm x để 1P ;
3

=   d) Tìm x nguyên để P nguyên; 

e) Tìm giá trị nhỏ nhất của P. 
C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 
Bài 10: Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 5 27 3 48 2 12 6 3;+ − −   b) 3 3 21 73 2 ;
1 3 7

  − +
+ +    −  

  

c) 2 396 6 10 4 6 ;
3 3 6

− + − −
+

  d) 5 116 2 6.
2 2
− − −   

Bài 11: Rút gọn các biểu thức sau: 

a) 4 7 110 6 ;
7 25 28
− −   b) ( 10 2). 3 5;+ −   

c) 6 11 7 33 ;
6 2

+ − −
+

  d) 5 3 3 5 2 5 5 3 3 .
5 3 4 15 5 3
− +

+ −
− + +

  

Bài 12: Cho biểu thức 3x 9x 3 x 1 x 2Q .
x x 2 x 2 1 x
+ − + −

= − +
+ − + −

  

a) Rút gọn Q; b) Tính giá trị của Q khi x 4 2 3;= +   

c) Tìm các giá trị của x để Q 3;=   d) Tìm các giá trị của x để 1Q ;
2

>   

e) Tìm x∈  để Q .∈   

Bài 13: Cho biểu thức 1 x 1 1 xP x : .
x x x x

 − − = − +    +   
  

a) Rút gọn P; 

b) Tính giá trị của P biết 2x ;
2 3

=
+

  

c) Tìm x thỏa mãn P x 6 x 3 x 4.= − − −   

Bài 14: Cho biểu thức x 2 x x 4P x : .
1 xx 1 x 1

 + − = − −    −+ +   
  

a) Rút gọn P; 
b) Tìm các giá trị của x thỏa mãn P 0;<   
c) Tìm giá trị nhỏ nhất của P. 

Bài 15: Cho biểu thức 
2x x 2x x 2(x 1)P .

x x 1 x x 1
− + −

= − +
+ + −

  

a) Rút gọn P; 
b) Tìm giá trị nhỏ nhất của P; 

c) Tìm x để biểu thức 2 xQ
P

=  nhận giá trị là số nguyên. 

Bài 16: Cho các biểu thức 2 x x 9 xA
x 9x 3
+

= −
−−

 và x 5 xB
x 25
+

=
−

 với x 0, x 9,≥ ≠ x 25.≠   
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a) Rút gọn các biểu thức A và B; 
b) Đặt P A : B.=  So sánh P với 1; 
c) Tìm giá trị nhỏ nhất của P. 
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VẤN ĐỀ 8: CĂN BẬC BA 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

* Căn bậc ba của một số thực a là số thực x sao cho 3x a,=  kí hiệu là 3 a.    
* Mọi số thực a đều có duy nhất một căn bậc ba. Căn bậc ba của một số dương là số dương, 
của số âm là số âm, của 0 là 0. 
* Các công thức liên quan: 

3 3A B A B;< ⇔ <  
3 3A B A B;< ⇔ <  

3 33 A.B A. B;=  
3

3
3

A A
B B
=  với B 0.≠   

B. BÀI TẬP VÀ CAC DẠNG TOÁN 
Dạng 1: Thực hiện phép tính có chứa căn bậc ba 

Phương pháp giải: Áp dụng công thức: ( )33 3 3a a a= =  và các hằng đẳng thức: 

( )3 3 2 2 3a b a 3a b 3ab b+ = + + +  

( )3 3 2 2 3a b a 3a b 3ab b− = − + −  

( )( )3 3 2 2a b a b a ab b+ = + − +  

( )( )3 3 2 2a b a b a ab b− = − + +  

* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 
Bài 1: Tính: 

a) 3 27;   b) 3
1 ;

125
  c) 3 364a ;   d) 3 3 68a b .−   

Bài 2: Thực hiện các phép tính sau: 

a) 3 3 32 24 3 81 4 192;− +   b) 
3

3 3
3

2 4 2.
2 1

− −
−

  

Bài 3: Thực hiện các phép tính sau: 

a) 3 3A 2 5 2 5 ;= + + −   b) 3 3B 17 5 38 17 5 38.= + − −   
* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 4: Tính: 

a) 3 729;   b) 3
1 ;

216
  c) 3 3343a ;   d) 3 3 6512a b .−   

Bài 5: Thực hiện các phép tính sau: 

a) 3 3 32 27 3 8 4 125;− +   b) 33
27 164 1000;

512 3
−

+ −   

c) 
3

3 3
3

3 9 3;
3 1

− −
−

  d) 3 3 2125x 75x 15x 1.+ + +   

Bài 6: Thực hiện các phép tính sau: 
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a) 3 ( 5 1)(6 2 5);+ +   b) 3 (4 2 3)( 3 1);+ +   

c) 3 3 327 64 216− − +   d) 3 33 3( 9 1) ( 9 1) .+ − −   
Bài 7: Thực hiện các phép tính sau: 

a) 3 3A 7 5 2 7 5 2 ;= + + −   b) 3 3B 9 4 5 9 4 5 ;= + + −   

c) ( )3 6 3C 2 5. 9 4 5 2 5 ;= − + + +   d) 3 3
1 1D 2 10 2 10 .
27 27

= + + −   

Dạng 2: So sánh các căn bậc ba 
Phương pháp giải: Ta có 3 3A B A B.< ⇔ <  

* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 
Bài 8: So sánh: 

a) 3A 2 3=  và 3B 23;=   b) A 33=  và 3B 3 133.=   
Bài 9: So sánh: 

3 3A 20 14 2 20 14 2= + + −  và B 2 5.=   
Bài 10: Tìm x biết: 

a) 3 2x 1 5;+ > −    b) 3 3 2x 3x 6x 4 x 1.+ + + > +   
* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 11: So sánh: 
a) 3A 3 2=  và 3B 42;=   b) A 22=  và 3B 3 122;=   

c) 3A 2 6=  và 3B 54;=   d) 3A 5 6=  và 3B 6 5.=   
Bài 12: So sánh: 

3 3A 7 5 2 7 5 2= + + −  và B 2.=  
Bài 13: Tìm x biết: 

a) 3 3 2x 4;− >    b) 3 3 2x 3x 6x 3 x 1.− − + − > − −   
Dạng 3: Giải phương trình chứa căn bậc ba 

Phương pháp giải: Áp dụng 33 A B A B .= ⇔ =   
* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 14: Giải các phương trình sau: 
a) 3 2x 1 3;+ =    b) 3 2 3x 2.− = −   

Bài 15: Giải các phương trình sau: 
a) 3 x 2 x 1 3;− + + =   b) 33 13 x 22 x 5.− + + =  
* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 16: Giải các phương trình sau: 
a) 3 x 1 1 x;− + =   b) 3 5 x x 5.+ − =   

Bài 17: Giải các phương trình sau: 
a) 3 2x 1 2x 2 3;− + + =  b) 3 312 2x 23 2x 5.− + + =  

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 
Bài 18: Tính: 
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a) 3 512;   b) 3
1 ;

125
−   c) 

3 6
3

343a b ;
216−

 d) 3 6 664a b ;−   

Bài 19: Tính: 

a) 3 3 3127 8 125;
5

− − − −   b) 33
125 1125 27;
512 3

+ −   

c) 3 3 2x 3x 3x 1;+ + +   d) 3 3 28x 12x 6x 1.+ + +   
Bài 20: Thực hiện các phép tính sau: 

a) 
3

33
3

135 54. 4;
5

−    b) 

( )( )3 33 3 325 10 4 5 2 ;− + +   

c) 3 3 364 125 216;− − +   d) ( ) ( )3 3
3 34 1 4 1 .+ − −   

Bài 21: Thực hiện các phép tính sau: 

a) 3 3A 6 3 10 6 3 10;= + − −   b) 3 3B 7 5 2 7 5 2 ;= + + −   

c) 3C 3 3 10 6 3 ;= + + +   d) ( )3 6 3D 2 5. 9 4 5 2 5 .= − + + +   

Bài 22: Thực hiện các phép tính sau: 

a) 3 ( 2 1)(3 2 2);+ +   b) 3 (4 2 3)( 3 1);− −   

c) ( )( )3 33 3 39 6 4 3 2 ;− + +   d) 3 3
5 31 5 314 4 .
3 3 3 3

+ + −   

Bài 23: Giải các phương trình sau: 
a) 3 2x 1 1;+ =    b) 3 2 3x 3.− = −   

Bài 24: Giải các phương trình sau: 

a) 3 x 2 2 x;− + =    b) 3 3 2x 2x x 2.+ = +   
Bài 25: Giải các phương trình sau: 

a) 3 x 2 x 8 2;− + + =   b) 3 3x 1 7 x 2.+ + − =   
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ÔN TẬP CHỦ ĐỀ 1 (PHẦN 1) 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 
1. Căn bậc hai số học 

* Căn bậc hai của một số không âm a là số x sao cho 2x a.=   
* Số dương a có đúng hai căn bậc hai là a  (gọi là căn bậc hai số học của a) và a.−   
* Số 0 có đúng một căn bậc hai chính là 0 và đó cũng là căn bậc hai số học của số 0. 
* Với hai số không âm a và b, ta có: a b a b.< ⇔ <   

2. Căn thức bậc hai 
* Với A là một biểu thức đại số, ta gọi A  là căn thức bậc hai của A. 
* A  xác định (hay có nghĩa) khi A 0.≥   

* 2 A khi A 0
A A

A khi A 0
≥

= = − <
  

3. Liên hệ giữa phép nhân, phép chi và phép khai phương  
* Khai phương một tích: A.B A. B=  với A 0, B 0.≥ ≥   
* Nhân các căn bậc hai: A. B A.B=  với A 0, B 0.≥ ≥  

* Khai phương một thương: A A
B B
=  với A 0, B 0.≥ >   

* Chia hai căn bậc hai: A A
BB

=  với A 0, B 0.≥ >  

4. Biến đổi đơn giải biểu thức chứa căn bậc hai 
* Với A 0≥  và B 0≥  thì 2A B A B.=   

* Với A 0<  và B 0≥  thì 2A B A B.= −   

* Với A 0≥  và B 0≥  thì 2A B A B.=   

* Với A 0<  và B 0≥  thì 2A B A B.= −   

* Với AB 0≥  và B 0≠  thì A AB .
B B
=   

* Với B 0>  thì A A B .
BB

=    

* Với A 0≥  và 2A B≠  thì 2

C C( A B) .
A BA B

=
−±
   

* Với A 0, B 0≥ ≥  và A B≠  thì C C( A B) .
A BA B

=
−±
   

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 
Dạng 1: Tìm điều kiện cho các biểu thức có nghĩa 

Bài 1: Với giá trị nào của x thì các biểu thức sau có nghĩa: 
a) 3x 2;− +   b) 29x 6x 1;− +   c) 2x 2x 3;+ +    

d) 2x x 1;− +   e) 4 ;
2x 3+

  g) 5 .
1 x 1− −
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Bài 2: Với giá trị nào của x thì các biểu thức sau có nghĩa: 

a) 2x 1;
2 x
−
−

  b) x 3 ;
5 x
−
−

  c) 2x 4;−   

d) x 1;
x 1
−
+

  e) 2

3x ;
x 1
−
−

  g) 2 .
x 2−

  

Dạng 2: Tính và rút gọn biểu thức 
Bài 3: Thực hiện phép tính: 

a) 12 27 108;− +   b) 3 2 4 18 32 50;− + −   

c) 27 2 3 2 48 3 75;− + −   d) 310 28 2 275 3 343 396.
2

− − −   

Bài 4: Thực hiện phép tính: 

a) 18 18 6 200;
2

+ − −   b) 3 2 36 2 4 ;
2 3 2

+ −   

c) 8 32 186 5 14 ;
9 25 49
− +   d) 16 1 42 3 6 .

3 27 75
− −   

Bài 5: Thực hiện phép tính: 

a) 16 1 42 3 6 . 3;
3 27 75

 
− −  

 
  b) 8 32 18 16 5 14 . ;

9 25 49 2
 

− +  
 

  

c) ( )( )5 2 2 5 2 2 ;+ −   d) ( )( )2 3 2 3 .+ −   

Bài 6: Thực hiện phép tính: 
a) ( )20 12 15 27 : 5 3;−  b) ( )75 243 48 : 3;+ −   

c) ( ) ( )2 2
2 1 2 1 ;+ + −   d) ( )28 2 3 7 . 7 84.− + +   

Bài 7: Trục căn thức ở mẫu: 

a) 3 ;
5

  b) 2 3 ;
2

  c) 2 3 ;
2 3
+
−

  

d) 1 ;
3 2+

  e) 2 1;
2 1
+
−

  g) 3 2 .
3 1+

  

Bài 8: Rút gọn biểu thức: 

a) 10 2 10 8 ;
5 2 1 5
+

+
+ −

  b) 2 8 12 5 27 ;
18 48 30 162

− +
−

− +
  

c) 16 1 42 3 6 ;
3 27 75
− −   d) 2 3 2 3 .

2 3 2 3
− +

+
+ −

  

Bài 9: Rút gọn biểu thức: 

a) 
( )3 5. 3 5

;
10 2

− +

+
  b) 4 1 6 ;

3 1 3 1 3 3
+ +

+ − −
  

c) 4 9 4 2 ;− +    d) 1 1 .
2 2 3 2 2 3

+
+ + − −
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Bài 10: Rút gọn biểu thức 

a) 3 5 3 5 ;− + +   b) ( ) ( )3 3
2 1 2 1 ;+ − −   

c) 5 5 5 51 1 ;
1 5 1 5

  + −
− −    + −  

  d) 4 10 2 5 4 10 2 5 .+ + + − +   

Dạng 3: Giải phương trình và bất phương trình 
Bài 11: Giải phương trình: 

a) x 1 4x 4 25x 25 2 0;− + − − − + =   b) 16x 16 9x 9 4x 4 x 1 16;+ − + + + + + =   

c) 14x 20 x 5 9x 45 4;
3

+ + + − + =   d) 1 2x 8x 18x 10 2.
3

− + − =  

Bài 12: Giải phương trình: 
a) 2x 6x 9 3;− + =   b) 2x 8x 16 x 2;− + = +   

c) 2x 6x 9 3x 6;+ + = −   d) 2x 4x 4 2x 5 0.− + − + =   
Bài 13: Giải phương trình: 

a) x 5 3 x;− = −    b) 4 5x 2 5x;− = −   

c) 6 x 3x 4;− = −   d) 5 x 9 2x.− = −   
Bài 14: Giải các phương trình: 

a) x 5 3 x;− = −    b) 4 5x 2 5x;− = −   

c) 2 2x 2x 1 4x 4x 1;− + = − +   d) 2 2x 10x 25 x 6x 9.− + = − +   
Bài 15: Giải các phương trình: 

a) x 1 3;
x 2
−

=
−

  b) x 1 1 ;
2x 1

+
=

−
  c) x 10 2;

x 2
+

= −
−

  d) 3 x 5 x.
3 x 1

+
=

+
  

Bài 16: Giải các phương trình: 
a) 2x 4x 5 2 2x 3;+ + = +   b) 2x 9x 20 2 3x 10;+ + = +   

c) 2x 7x 14 2 x 4;+ + = +   d) 24 x 1 x 5x 14.+ = − +   
Bài 17: Giải các phương trình: 

a) x 5 5 x 1;− + − =   b) 2x 3 3 2x 0;− + − =   

c) 1x 3 y 2 z 3 (x y z);
2

+ + − + − = + +   d) x y 4 2 x 4 y 1.+ + = + −   

Bài 18: Giải các phương trình:  
a) 24x 3x 3 4x x 3 2 2x 1;+ = = + + −   b) 4 x 3 x 1 x 7;+ − − = +   

c) 2x 4 6 x x 10x 27;− + − = − +   d) 2x 2 6 x x 4x 8.+ + − = − +   
Bài 19: Giải các bất phương trình sau: 

a) x 1 1;
x 2
−

<
−

  b) x 1 1 ;
2x 1

+
>

−
  c) x 10 2;

x 2
−

≥ −
+

  d) 3 x 1 x.
x 1

− +
> −

+
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ÔN TẬP CHỦ ĐỀ 1 (PHẦN II) 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 
Xem lại Tóm tắt lý thuyết trong Ôn tập Chủ đề 1 (Phần 1) 
B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 
Dạng 4: Tìm các giá trị nguyên của biến để biểu thức cho trước có giá trị nguyên 
Bài 1: Tìm các giá trị nguyên của x biểu thức sau có giá trị nguyên: 

a) x 1 ;
x 3
−
−

   b) 3 x .
x 3−

 

Bài 2: Tìm các giá trị nguyên của x biểu thức sau có giá trị nguyên: 

a) x ;
6 x 1+

   b) x 2 .
x 3
−
−

  

Dạng 5: Tìm giá trị nhỏ nhất hoặc giá trị lớn nhất của biểu thức 
Bài 3: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức sau: 

a) A x 4 2;= − −    b) B x 4 x 10;= − +   

c) C x x;= −    d) 2D x 2x 4 1.= − + +   
Bài 4: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức sau: 

a) x 1P ;
x 3
−

=
+

   b) x 3Q .
x 1
+

=
+

  

Bài 5: Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức sau: 
a) M 3 x 1;= − −   b) N 6 x x 1;= − −   

c) 1P ;
x x 1

=
− +

   d) x 5Q .
x 3
+

=
+

  

Dạng 6: Rút gọn biểu thức và các bài toán liên quan 

Bài 6: Cho biểu thức 2 x x 1 3 11 xA ;
9 xx 3 x 3

+ −
= + +

−+ −
 x 3B

x 1
−

=
+

 với 0 x 9.≤ ≠   

a) Tính giá trị của B khi x 36;=  
b) Rút gọn A; 
c) Tìm số nguyên x để P A.B=  là số nguyên. 

Bài 7: Cho biểu thức x 3 6 x 4P
x 1x 1 x 1

−
= + −

−− +
 với 0 x 1.≤ ≠   

a) Rút gọn P;  b) Tìm giá trị của x để P 1;= −   
c) Tìm x∈  để P ;∈   d) So sánh P với 1; 
e) Tìm giá trị nhỏ nhất của P. 

Bài 8: Cho biểu thức x x x 1 1 2 xE :
x 2 x 1 x 1 x x x

 + + −
= − +  − + − − 

 với 0 x 1.≤ ≠   

a) Rút gọn E;  b) Tìm giá trị của x để E 1;>   
c) Tìm giá trị nhỏ nhất của E với x 1;>   d) Tìm x∈  để E ;∈    

e) Tìm x để 9E .
2

=   
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Bài 9: Cho biểu thức ( )21 xx 2 x 2P .
x 1 2x 2 x 1

  −− +
= −  − + + 

 với 0 x 1.≤ ≠   

a) Rút gọn P;   
b) Tính giá trị của P khi x 7 4 3;= −   
c) Tìm giá trị lớn nhất của P. 

Bài 10: Cho biểu thức 1 2 2x xB : 2
x 1x 1 x x x x 1

 − = − −    ++ + + +   
 với x 0.≥   

a) Rút gọn B;   
b) Tính giá trị của B khi x 6 2 5;= +   
c) Tìm giá trị nguyên của x để B nguyên. 

Bài 11: Cho biểu thức x x 26 x 19 2 x x 3P
x 2 x 3 x 1 x 3
+ − −

= − +
+ − − +

 với x 0, x 1.≥ ≠   

a) Rút gọn P;  b) Tìm giá trị của x khi P 4;=    

c) Tìm giá trị nhỏ nhất của P; d) Tính giá trị của P khi x 3 2 2.= −   

Bài 12: Cho biểu thức 
( )( )

2 5 3 xP : 1
x 1 x x 2 x 1 x 2

 −   = − +   − + −  − + 

 với x 0, x 1.≥ ≠   

a) Rút gọn P;  b) Tính giá trị của P khi x 6 2 5;= −   

c) Tìm giá trị của x để 1P ;
x

=   d) Tìm x∈  để P ;∈  

e) Tìm x để P 1 x;< −  g) Tìm giá trị nhỏ nhất của P. 

Bài 13: Cho biểu thức 1 x xP :
x x 1 x x

 
= +  + + 

 với x 0.>   

a) Rút gọn P;  b) Tìm x để P 1;= −    

c) Tính P tại 8 8x ;
5 1 5 1

= −
− +

   d) Tìm x để P x 2;> +  

e) So sánh P với 1;  g) Tìm giá trị nhỏ nhất của P. 

Bài 14: Cho biểu thức 1 x x 3A
x 1 x x 1

− +
= −

− −
 và x 2B .

x x 1
+

=
+ +

   

a) Tính giá trị B tại x 36;=   b) Rút gọn A; 
c) Cho P A : (1 B).= −  Tìm x để P 1.≤      

Bài 15: Cho biểu thức 1 x 1 1 xP x : .
x x x x

 − − = − +    +   
  

a) Rút gọn P;  b) Tính giá trị P tại 2x ;
2 3

=
+

 

c) Tìm x thỏa mãn P x 6 x 3 x 4.= − − −   

Bài 16: Cho biểu thức 
xy x xy xx 1 x 1P 1 : 1 .

xy 1 1 xy xy 1 xy 1

   + ++ +
= + + − −      + − − +   
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a) Rút gọn P;   

b) Cho 1 1 6.
x y
+ =  Tìm giá trị lớn nhất của P. 

Một số bài tập nâng cao 
Bài 17: Giải phương trình 

a) 1x 2 y 2009 z 2010 (x y z).
2

− + + + − = + +   

b) 2x(3 3x 1) 3x 2x 1 x x 1 1.− − = + − − + +   
Bài 18: Cho 2 2a, b 0; a b 16.> + ≤  Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 

M a 9b(a 8b) b 9a(b 8a)= + + +  

Bài 19: Cho 25a, b, c .
4

>  Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 

a b cP .
2 b 5 2 c 5 2 a 5

= + +
− − −

 

Bài 20: Cho a, b, c 0>  và ab bc ca 1.+ + =  Chứng minh: 
2 2 2a 1 b 1 c 1 2(a b c).+ + + + + ≤ + +  

Bài 21: Cho 2 số thực a, b thay đổi thỏa mãn điều kiện a b 1+ ≥  và a 0.>  Tìm giá trị nhỏ nhất 

của 
2

28a bA b .
4a
+

= +  

Bài 22: Cho x, y thỏa nãm 3 3x 2 y y 2 x .+ − = + −  Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
2 2A x 2xy 2y 2y 10.= + − + +  

Bài 23: Với mọi a lớn hơn 1, chứng minh: 1a 3.
a 1

+ ≥
−
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CHỦ ĐỀ 2. HÀM SỐ BẬC NHẤT. 

VẤN ĐỀ. NHẮC LẠI, BỔ SUNG CÁC KHÁI NIỆM VỀ HÀM SỐ VÀ ĐỒ THỊ 
HÀM SỐ. 

A.TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

1.Khái niệm hàm số 

• Nếu đại lượng y phụ thuộc vào đại lượng thay đổi x sao cho với mỗi giá trị của x, ta luôn 
xác định được một và chỉ có một giá trị tương ứng của y thì y gọi là hàm số của x (x gọi là 
biến số). 

Ta viết:  y=f(x), y=g(x)… 

• Giá trị của hàm số f(x) tại điểm 𝑥𝑥0,kí hiệu là f(𝑥𝑥0) 
• Tập xác định D của hàm số y= f(x) là tập hợp các giá trị của x sao cho f(x) có nghĩa. 
• Khi x thay đổi mà y luôn nhận một giá trị không đổi thì hàm số y=f(x) gọi là hàm hằng. 

2. Đồ thị của hàm số 

Đồ thị của hàm số y=f(x) là tập hợp tất cả các điểm M(x;y) trong mặt phẳng tọa độ Oxy sao 
cho x,y thảo mãn hệ thức y=f(x). 

3. Hàm số đồng biến, nghịch biến 

Cho hàm số y=f(x) xác định trên tập D. Khi đó: 

-Hàm số đồng biến trên D⇔ "∀𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ∈ 𝐷𝐷: 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2  ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) < 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)"; 

-Hàm số nghịch biến trên D⇔"∀𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2  ∈ 𝐷𝐷: 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2 ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) > 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)". 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN  

Dạng 1. Tính giá trị của hàm số tại một điểm  

Phương pháp giải: Để tính giá trị 𝑦𝑦0 của hàm số y=f(x) tại điểm 𝑥𝑥0 ta thay x=𝑥𝑥0 vào f(x),ta 
được 𝑦𝑦0=f(𝑥𝑥0). 

*Giáo viên hướng dân học sinh giải bài tập sau: 

Bài 1.Cho hai hàm số f(x)=𝑥𝑥2 và g(x)=3-x. 

a) Tính f(-3), f(−1
2

), f(0), g(-1), g(-2), g(3); 

b) Xác định giá trị của a để 2f(a)=g(a). 

*Học sinh tự luyện bài tập sau tại lớp: 

Bài 2.Cho hai hàm số g(x)=-2𝑥𝑥2 và h(x)=3x+5. 
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a) Tính g(-0,4), g(−3
4

), g(2), h(-1.4), h(-1); 

b) Xác định các giá trị của m để 1
2
𝑔𝑔(𝑚𝑚) = ℎ(𝑚𝑚). 

Dạng 2.Biểu diễn tọa độ của một điểm trên mặt phẳng tọa độ 

Phương pháp giải: Để biểu diễn điểm M(𝑥𝑥0; 𝑦𝑦0) trên mặt phẳng tọa độ ta làm như sau: 

-Vẽ đường thẳng song song với trục Oy tại điểm có hoành độ x=𝑥𝑥0; 

- Vẽ đường thẳng song song với trục Ox tại điểm có tung độ y=𝑦𝑦0. 

-Giao điểm của hai đường thẳng trên chính là điểm M(𝑥𝑥0; 𝑦𝑦0). 

*Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 3. 

 a) Trong mặt phẳng tọa độ Oxy hãy biểu diễn các điểm sau đây: A(3;0); B(-2;0); C(0;4); 
D(3;3); E(2;-2); F(-4;-4). 

b)Điểm nào trong số các điểm trêm thuộc đồ thị hàm số y=x. 

Bài 4. Cho hàm số y=-2,5x. 

a) Xác định vị trí của điểm A(1;-2,5) trên mặt phẳng tọa độ và vẽ đồ thị hàm số/ 
b) Trong các điểm B(2;-5), C(3,7); D(1;2,5); E(0;4), điểm nào thuộc đồ thị hàm số? 

*Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 5.  

a) Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, hãy biểu diễn các điểm sau đây: A(2;0); B(-3;0); C(0;3); 
D(0;-4), E(1;4), F(-4;2). 

b) Điểm nào trong các điểm trên thuộc đồ thị hàm số y=-1
2
x. 

Bài 6. Trên mặt phẳng tọa độ vẽ đường thẳng d đi qua điểm O(0;0) và điểm A(−1
2

; 3
2
). Hỏi 

đường thẳng d là đồ thị của hàm số nào? 

Dạng 3.Xét sự đồng biến và nghịch biến của hàm số. 

Phương pháp giải: ta thực hiện theo các bước sau: 

Bước 1. Tìm tập xác định D của hàm số. 

Bước 2.Giả sử 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2và 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ∈ 𝐷𝐷.Xét hiệu H=f(𝑥𝑥1)-f(𝑥𝑥2). 

+ Nếu H<0 với 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 bất kì thì hàm số đồng biến. 

+ Nếu H>0 với 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 bất kì thì hàm số nghịch biến. 
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*Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 7. Xét sự đồng biến và nghịch biến của các hàm số sau: 

a) Y=1-4x;                                                     b)y=2x+1 

Bài 8. Xét sự đồng biến và nghịc biến của hàm số sau: 

a)y=-1
2
x                                                           b)y=√2(x-1)+√3. 

Bài 9. Cho hàm số f(x)=√𝑥𝑥. 

a) Chứng minh rằng hàm số đồng biến; 
b) Trong các điểm A(4;2), B(2;1), C(9;3), D(8;2√2 ),điểm nào thuộc và điểm nào không 

thuộc đồ thị hàm số? Vì sao? 

*Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 10.Xét sự đồng biến và nghịch biến của các hàm số sau: 

a) y=−3𝑥𝑥+5
4

                                                  b)y=√2(x=3)+ x√3. 

Dạng 4. Bài toán liên quan đến đồ thị hàm số y=ax (a≠0). 

*Phương pháp giải: Ta sử dụng kiến thức sau: 

1. Đồ thị hàm số dạng y=ax (a≠ 0) là đường thẳng đi qua gốc tọa độ O và điểm E(1;a). 

2. Cho hai điểm A(𝑥𝑥𝐴𝐴,𝑦𝑦𝐴𝐴) và B(𝑥𝑥𝐵𝐵,𝑦𝑦𝐵𝐵). Khi đó độ dài đoạn thẳngAB được tính theo công 
thức : 

AB=�(𝑥𝑥𝐵𝐵 − 𝑥𝑥𝐴𝐴)2 + (𝑦𝑦𝐵𝐵 − 𝑦𝑦𝐴𝐴)2. 

*Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 12.Cho hai hàm số y=3,5x và y=-3,5x. 

a)  Vẽ trên cùng một mặt phẳng tọa độ đồ thị hàm số đã cho. 
b) Trong hai hàm số đã cho, hàm số nào đồng biến , hàm số nào nghịch biến? 
c)  Có nhận xét gì về đồ thị của hai hàm số đã cho? 

Bài 13. Cho các hàm số y=x và y=2x. 

a) Vẽ đồ thị của các hàm số trên trên cùng một mặt phẳng tọa độ. 
b) Đường thẳng song song với trục Ox và cắt trục Oy tại điểm có tung độ y=4 lần lượt cắt 

các đường thẳng y=2x, y=x tại hai điểmA, B. 

   i)Tìm tọa độ của các điểm A và B 

   ii) Tính chu vi và diện tích tam giác OAB 
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*Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 14. Vẽ các đồ thị hàm số sau trên cùng một mặt phẳng tọa độ: 

a) y=3x và y=-1
3
𝑥𝑥; 

b) * y=2 và y=-3,5. 

Bài 15. Cho các hàm số y=-x và y=-1
2
𝑥𝑥. 

a) Vẽ trên cùng một hệ trục tọa độ Oxy đồ thị của hai hàm số trên; 
b) Qua điểm H(0;-5) vẽ đường thẳng d song song với  trục Ox, cắt các đường thẳng y=-x 

và và y=-1
2
𝑥𝑥 lần lượt ở A và B. Tìm tọa độ của các điểm A,B.; 

c) Tính chu vi và diện tích tam giác OAB theo đơn vị đo trên các trục tọa dộ là cm. 

Bài 16. Cho hàm số y=(m+1)x. 

a) Tìm các giá trị của tham số m để hàm số nhận giá trị bằng -5 tại x=5; 
b)  Với giá trị nào của m thì đồ thị hàm số đi qua điểm a(2;3)? 
c)  Tìm giá trị nào của m để điểm B(0;4) thuộc đồ thị hàm số. 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 17.Cho các hàm số y=f(x)=2
3
𝑥𝑥 và y=g(x)= 2

3
𝑥𝑥+3. 

a) Tính f(-2), f(0), f(1
2
) và g(-2), g(0), g(1

2
); 

b) Có nhận xét gì về giá trị của 2 hàm số đã cho ở trên khi biến x lấy cùng một giá trị? 

Bài 18. Cho các hàm số y=0,5x và y=0,5x+2. 

a) Tính giá trị của mỗi hàm số theo giá trị đã cho của biến x rồi điền vào bảng sau: 

x -2,5 -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5 

y=0,5x            

y=0,5x+2            

 

b) Có nhận xét gì về các giá trị tương ứng của hai hàm số khi biến x lấy cùng một giá trị? 

Bài 19. Cho hàm số f(x)=√𝑥𝑥+1
√𝑥𝑥−1

. 

a) Tìm các giá trị của x để hàm số xác định. 
b) Tính f(4-2√3) và f(𝑎𝑎2) với a<-1; 
c) Tìm x nguyên để f(x) là số nguyên; 
d) Tìm x sao cho f(x)=f(𝑥𝑥2). 
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Bài 20. Cho hàm số y=f(x)=ax-5. Xác định a nếu biết: 

a) y=5 tại x=-1                                    b) f(1
2
) =-4 

Bài 21.Cho hàm số y=12
5

x. 

a) Xác định vị trí của điểm A(-1;12
5

) trên mặt phẳng tọa độ và vẽ đồ thị hàm số; 

b) Xét xem trong các điểm B(2;−24
5

), C(3,7), D(0;2,5), E(-100,0), điểm nào thuộc đồ thị 

hàm số? 

Bài 22.Cho điểm A(2;1). Xác định: 

a) Tọa độ điểm B đối xứng với A qua trục tung. 
b) Tọa độ điểm C đối xứng với A qua trục hoành; 
c) Tọa độ điểm D đối xứng với A qua O; 

d)*Diện tích tứ giác ABCD. 

Bài 23. Cho hàm số y=(3-2√2)x+√2-1. 

a) Xét sự đồng biến và nghịch biến của các hàm số trên. 
b) Tính giá trị của y khi x=3+2√2; 
c) Tìm các giá trị của x để y=0. 

Bài 24. Xét sự đồng biến và nghịch biến của các hàm số sau: 

a) y=3x+√2;                b)y=1-√2𝑥𝑥;                              c) y=3(𝑥𝑥3 − 1). 

Bài 25. Cho hàm số y=3x. 

a) Vẽ đồ thị hàm số; 
b) Điểm A thuộc đồ thị hàm số có khoảng cách tới gốc tọa độ là 2√10. Xác định tọa độ 

điểm A. 

Bài 26. Cho hàm số y= (2m-3)x. 

a) Tìm m để hàm số nhận giá trị bằng -3 tại x=2; 
b) Với giá trị nào của m thì đồ thị hàm số đi qua điểm A(-1;5)? 
c) Tìm m để điểm B(-5;0) thuộc đồ thị hàm số. 

  



ÔN LUYỆN TOÁN 9 THEO CHỦ ĐỀ, TẬP I 
 

43 
 

VẤN ĐỀ 2: HÀM SỐ BẬC NHẤT. 
A.TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

● Hàm số bậc nhất là hàm số được cho bởi công thức y=ax+b với a≠0. 

● Hàm số bậc nhất y=ax+b xác định với mọi x thuộc R và có tính chất sau: 

      - Đồng biến trên R nếu a>0; 

      - Nghịch biến trên R nếu a<0. 

B.BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 1. Nhận dạng hàm số bậc nhất 

Phương pháp giải: hàm số bậc nhất có dạng y=ax+b với a≠0. 

*Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 1. Trong các hàm số sau, hàm số nào là hàm số bậc nhất? Hãy xác định hệ số a,b của 
chúng và xét xem hàm số nào đồng biến, hàm số nào nghịch biến? 

a) y=1-5x                   b)y=-0,5x                           c) y= √2(x-1)+√3; 

d) y=2𝑥𝑥2 + 3              e) y=2√𝑥𝑥 − 1 + 3;            g) y= 2√𝑥𝑥2 + 5. 

Bài 2. Tìm điều kiện của tham số m để các hàm số sau là hàm số bậc nhất? 

a) y=√2𝑚𝑚 − 3(−𝑥𝑥 + 4);                   b)y=4−3𝑚𝑚
2𝑚𝑚+5

𝑥𝑥 + 2. 

Dạng 2. Tìm m để hàm số đồng biến,nghịch biến 

Phương pháp giải: ta có hàm số bậc nhất y=ax+b với a≠ 0 

+Đồng biến trên R khi a>0 

+Nghịch biến trên R khi a<0. 

*Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 5. Cho hàm số bậc nhất y=(2m-3)x+4. Hãy tìm các  giá trị của m để hàm số là hàm số bậc 
nhất và: 

a) Đồng biến                                               b) Nghịch biến. 

Bài 6. Cho hàm số bậc nhất: y=√𝑚𝑚 − 1-6x+5. Tìm m để hàm số đã cho là hàm số bậc nhất và 
nghịch biến. 

Bài 7. Cho hàm số bậc nhất: y=(𝑚𝑚2 −𝑚𝑚 + 1)𝑥𝑥 + 𝑚𝑚. Chứng minh với mọi giá trị của m, 
hàm số đã cho là hàm số bậc nhất và đồng biến. 
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 *Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 8. Cho hàm số bậc nhất: y=4-(5m-7)x. Hãy tìm các giá trị của m để hàm số đã cho là hàm 
số bậc nhất và: 

a) Đồng biến                                                   b) Nghịch biến. 

Bài 9. Cho hàm số bậc nhất : y=(25-𝑚𝑚2)𝑥𝑥 + 5. Hãy tìm các giá trị của m để hàm sỗ đã cho là 
hàm số bậc nhất và đồng biến. 

Bài 10. Cho hàm số bậc nhất y= 𝑚𝑚+1
2𝑚𝑚−3

𝑥𝑥 + 2𝑚𝑚 − 2. Hãy tìm các giá trị của m để hàm số đã 

cho ; 

b) Đồng biến                                               b) Nghịch biến. 

Bài 11. Cho hàm số bậc nhất y=(2𝑚𝑚2 + 5𝑚𝑚 + 7)𝑥𝑥 + 𝑚𝑚. Chứng minh với mọi giá trị của m, 
hàm số đã cho là hàm số bậc nhất và đồng biến. 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 12. Trong các hàm số sau,hàm số nào là hàm số bậc nhất? Hãy xác định hệ số a,b của 
chúng và xem xét hàm số nào là hàm số đồng biến, nghịch biến? 

a) y=5-2x               b) y=x√2-1;                           c) y=-2
3
𝑥𝑥; 

d) y=3(x-1)-x         e)y=2(x+1)-2x;                      f) y=x+1
𝑥𝑥
. 

Bài 13. Với những giá trị nào của m thì mỗi hàm số sau là hàm số bậc nhất? 

a) y=(7m-3)mx+5m                                       b) y= 2𝑚𝑚
𝑚𝑚−1

𝑥𝑥 + 5. 

Bài 14. Cho hàm số y= 𝑚𝑚−1
𝑚𝑚2−3𝑚𝑚+2

𝑥𝑥 + √3. Hãy tìm các giá trị của m để hàm số  là hàm số bậc 

nhất và: 

a) Đồng biến                                                  b) Nghịch biến. 

Bài 15. Cho hàm số y=(-3𝑚𝑚2 − 6 + 7𝑚𝑚)𝑥𝑥 + 𝑚𝑚. Chứng minh với mọi giá trị của m hàm 
số đã cho  là hàm bậc nhất và nghịch biến. 

Bài 16. Cho hàm số bậc nhất y= −3
4𝑚𝑚−5

x-4. Hãy tìm các giá trị của m để hàm số: 

a) Đồng biến;                                                  b) Nghịch biến. 
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VẤN ĐỀ 3. ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ BẬC NHẤT. 
 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 

● Đồ thị  của hàm số y=ax+b (a≠0) là một đường thẳng. 

●Cách vẽ đồ thị hàm số y=ax+b (a≠0): 

  + Nếu b=0 ta có hàm số y=ax. Đồ thị của y=ax là đường thẳng đi qua gốc tọa độ 
O(0;0) và điểm A(1;a). 

  + Nếu b≠0 thì đồ thị y=ax+b là đường thẳng đi qua các điểm A(0;b), B(-𝑏𝑏
𝑎𝑎

; 0). 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 1. Vẽ đồ thị hàm số y=ax+b (a≠0) và tìm tọa độ giao điểm của hai đường thẳng 

Phương pháp giải: Ta thường sử dụng các kiến thức sau: 

1. Cách vẽ đồ thị hàm số y=ax+b (a≠0): 

Trường hợp 1: Nếu b=0 thì đò thị hàm số là đường thẳng đi qua hai điểm 0(0;0) và A(1;a). 

Trường hợp 2. Nếu b≠0 thì đồ thị hàm số là đường thẳng đi qua hai điểm A(0;b), B(-𝑏𝑏
𝑎𝑎

; 0). 

2. Cách tìm tọa độ giao điểm của hai đường thẳng: 
Bước 1: Xét phương trình hoành độ giao điểm của hai đường thẳng  đó để tìm hoành độ 
giao điểm. 

          Bước 2:Thay hoành độ giao điểm vừa tìm được vào một trong hai phương trình đương 
thẳng ta tìm được tung độ giao điểm. 

*Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 1. Cho ba đường thẳng 𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 − 2,𝑑𝑑2 :𝑦𝑦 = −4
3
𝑥𝑥 − 2 và 𝑑𝑑3:𝑦𝑦 = 1

3
x+3, 

a) Vẽ các đường thẳng 𝑑𝑑1,𝑑𝑑2 và 𝑑𝑑3 trên cùng một mặt phẳng tọa độ. 
b) Gọi giao điểm của đường thẳng 𝑑𝑑3 𝑣𝑣ớ𝑖𝑖 𝑑𝑑1,𝑑𝑑2 theo thứ tự là A,B. Hãy tìm tọa độ của A 

và B. 

Bài 2. Cho các hàm số y=x+1 có đồ thị là 𝑑𝑑1:và y=-x+3 có đồ thị là 𝑑𝑑2. 

a) Vẽ đồ thị hai hàm số trên trên cùng một mặt phẳng tọa độ. 
b) Gọi A,B lần lượt là giao điểm của 𝑑𝑑1,𝑑𝑑2 với trục hoành và c là giao điểm của 𝑑𝑑1,𝑑𝑑2. 

Hãy tìm tọa độ các điểm A,B và C. 
c) Tính chu vi và diện tích của tam giác ABC. 

*Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 
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Bài 3. Cho ba đường thẳng: 

𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥 − 2, ,𝑑𝑑2:y=-4
3
𝑥𝑥 − 2 và 𝑑𝑑3:𝑦𝑦 = −1

3
x+3, 

a) Vẽ các đường thẳng  𝑑𝑑1,𝑑𝑑2 và 𝑑𝑑3  trên cùng một mặt phẳng tọa độ. 
b) Gọi giao điểm của đường thẳng 𝑑𝑑3 𝑣𝑣ớ𝑖𝑖 𝑑𝑑1,𝑑𝑑2 theo thứ tự là A,B. Hãy tìm tọa độ của A 

và B. 

Bài 4. Cho hai hàm số y=-x+1 có đồ thị là 𝑑𝑑1 và y=x+3 có đồ thị là 𝑑𝑑2. 

a) Vẽ đồ thị hai hàm số trên trên cùng một mặt phẳng tọa độ. 
b) Hai đườn thẳng 𝑑𝑑1,𝑑𝑑2 cắt nhau tại C và cắt trục Ox theo thứ tự tại A,B. Tìm tọa độ các 

điểm A,B và C. 
c) Tính chu vi và diện tích tam giác ABC. 

 B .Dạng 2: Xác định các hệ số a, b để đồ thị hàm số y = ax + b (a ≠ 0) cắt trục Ox, Oy hay 
đi qua một điểm nào đó. 

Phương pháp giải: Đồ thị hàm số 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 (𝑎𝑎 ≠ 0) đi qua điểm 𝑀𝑀(𝑥𝑥𝑀𝑀;𝑦𝑦𝑀𝑀) khi và chỉ khi 
𝑦𝑦𝑀𝑀 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑀𝑀 + 𝑏𝑏. 

*Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 5: cho hàm số 𝑦𝑦 = (𝑚𝑚− 2)𝑥𝑥 + 𝑚𝑚 

a) Xác định giá trị của tham số m để đồ thị hàm số: 
i) Cắt trục hoành tại điểm có hoành độ bằng -3. 
ii) Cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng 4. 

b) Vẽ đồ thị của hai hàm số tương ứng với các giá trị của m tìm được ở trên trên cùng hệ 
tọa độ Oxy và tìm giao điểm của hai đồ thị vừa vẽ được. 

Bài 6: gọi d1 là đồ thị hàm số 𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2 và d2 là đồ thị hàm số 𝑦𝑦 = 1
2
𝑥𝑥 − 1. 

a) Với 𝑚𝑚 = −1
2
, xác định tọa độ giao điểm của d1 và d2. 

b) Xác định giá trị của m để M(-3;3) là giao điểm của d1 và d2. 

Bài 7: với giá trị nào của m thì đồ thị hàm số 𝑦𝑦 = −3𝑥𝑥 + 𝑚𝑚 + 2 và 𝑦𝑦 = 4𝑥𝑥 − 5 − 2𝑚𝑚 cắt 
nhau tại một điểm trên trục tung? 

*học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 8: cho hàm số 𝑦𝑦 = (2 −𝑚𝑚)𝑥𝑥 + 𝑚𝑚 + 1. 

a) Xác định giá trị của tham số m để đồ thị hàm số: 
i) Cắt trục hoành tại điểm có hoành độ bằng -2. 
ii) Cắt trục tung tại điểm có tung dộ bằng -4. 

b) Vẽ đồ thị của hai hàm số tương ứng với các giá trị của m tìm được ở trên trên cùng hệ 
trục tọa độ Oxy và tìm tọa độ giao điểm của hai đồ thị vừa vẽ được. 
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Bài 9: gọi d1 là đồ thị hàm số 𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑥𝑥 − 2 và d2 là đồ thị hàm số 𝑦𝑦 = 1
2
𝑥𝑥 − 1. 

a) Với 𝑚𝑚 = −1
3
, xác định tọa độ giao điểm của d1 và d2. 

b) Xác định giá trị của m để M(-3;3) là giao điểm của d1 và d2. 

Bài 10: với giá trị nào của m thì đồ thị hàm số 𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥 + 𝑚𝑚 + 2 và 𝑦𝑦 = 5𝑥𝑥 − 5 − 2𝑚𝑚 cắt 
nhau tại một điểm trên trục tung? 

 

Dạng 3: xét tính đồng quy của ba đường thẳng. 

Phương pháp giải: để xét tính đồng quy của ba đường thẳng cho trước, ta làm như sau: 

Bước 1: tìm tọa độ giao điểm của 2 đường thẳng trong 3 đường thẳng đã cho. 

Bước 2: kiểm tra xem nếu giao điểm vừa tìm được thuộc đường thẳng còn lại thì kết luận là 3 
đường thẳng đó đồng quy. 

Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 11: cho ba đường thẳng 𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = −3𝑥𝑥;  𝑑𝑑2:𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 + 5; 𝑑𝑑3:𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 4. 

a) Gọi A là giao điểm của 2 đường thẳng d1, d2. Tìm tọa độ điểm A. 
b) Chứng minh 3 đường thẳng d1, d2, d3 đồng quy. 

Bài 12: cho ba đường thẳng 𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥;  𝑑𝑑2:𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 − 3; 𝑑𝑑3:𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 5. 

a) Gọi A là giao điểm của 2 đường thẳng d1, d2. Tìm tọa độ điểm A. 
b) Tìm các giá trị của tham số m để 3 đường thẳng d1, d2, d3 đồng quy. 

*học sinh tự luyện các bài tập sau: 

Bài 13: cho ba đường thẳng 𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 − 4; 𝑑𝑑2:𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥 + 2; 𝑑𝑑3:𝑦𝑦 = 1,2𝑥𝑥 − 4,4. 

a) Gọi I là giao điểm của 2 đường thẳng d1, d2. Tìm tọa độ điểm I. 
b) Chứng minh 3 đường thẳng d1, d2, d3 đồng quy. 

Bài 14: cho ba đường thẳng 𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 + 1; 𝑑𝑑2:𝑦𝑦 = 3𝑥𝑥 − 1; 𝑑𝑑3:𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 3. 

a) Chứng minh 3 đường thẳng trên đồng quy. 
b) Với giá trị nào của điểm m thì đường thẳng 𝑦𝑦 = (𝑚𝑚− 1)𝑥𝑥 + 𝑚𝑚 cũng đi qua giao điểm 

của tất cả các đường thẳng đó? 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 15: cho các hàm số 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 và 𝑦𝑦 = 3𝑥𝑥 + 3. 

a) Vẽ đồ thị các hàm số trên trên cùng một hệ trục tọa độ. 
b) Tìm tọa độ giao điểm M của hai đồ thị trên. 
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Bài 16: cho ba đường thẳng 𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 − 2; 𝑑𝑑2:𝑦𝑦 = −1
3
𝑥𝑥 − 2; 𝑑𝑑3:𝑦𝑦 = 1

3
𝑥𝑥 + 3. 

a) Vẽ các đường thẳng d1, d2, d3 trên cùng một mặt phẳng tọa độ. 
b) Gọi giao điểm của đường thẳng d3 với d1 và d2 lần lượt là A và B. Tìm tọa độ của 

A và B. 

Bài 17: cho hàm số 𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 + 1 có đồ thị là d1 và 𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 + 3 có đồ thị là d2. 

a) Vẽ đồ thị hai hàm số trên cùng một mặt phẳng tọa độ. 
b) Hai đường thẳng d1 và d2 cắt nhau tại C và cắt trục Ox theo thứ tự tại A và B. Tìm tọa 

độ của các điểm A, B, C. 
c) Tính chu vi tam giác ABC. 

Bài 18: cho hàm số 𝑦𝑦 = (𝑚𝑚 + 5)𝑥𝑥 −𝑚𝑚. 

a) Xác định giá trị của tham số m để đồ thị hàm số: 
iii) Cắt trục hoành tại điểm có hoành độ bằng 3. 
iv) Cắt trục tung tại điểm có tung dộ bằng -4. 

b) Vẽ đồ thị của hai hàm số tương ứng với các giá trị của m tìm được ở trên trên cùng hệ 
trục tọa độ Oxy và tìm tọa độ giao điểm của hai đồ thị vừa vẽ được. 

Bài 19: gọi d1 là đồ thị hàm số 𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 1 và d2 là đồ thị hàm số 𝑦𝑦 = 1
2
𝑥𝑥 − 2. 

a) Với 𝑚𝑚 = −1
2
, xác định tọa độ giao điểm của d1 và d2. 

b) Xác định giá trị của m để M(-2;-2) là giao điểm của d1 và d2. 

Bài 20: với giá trị nào của m thì đồ thị hàm số 𝑦𝑦 = 4𝑥𝑥 + 𝑚𝑚 + 2 và 𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥 − 5 − 2𝑚𝑚 cắt 
nhau tại một điểm trên trục tung? 

Bài 21: cho ba đường thẳng 𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥;  𝑑𝑑2:𝑦𝑦 = 1,5𝑥𝑥 + 7; 𝑑𝑑3:𝑦𝑦 = −2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 5. 

a) Gọi A là giao điểm của 2 đường thẳng d1, d2. Tìm tọa độ điểm A. 
b) Tìm các giá trị của tham số m để 3 đường thẳng d1, d2, d3 đồng quy. 

Bài 22: cho ba đường thẳng 𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥;  𝑑𝑑2:𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 − 3; 𝑑𝑑3:𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 4. 

a) Gọi A là giao điểm của 2 đường thẳng d1, d2. Tìm tọa độ điểm A. 
b) Tìm các giá trị của tham số m để 3 đường thẳng d1, d2, d3 đồng quy. 
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VẤN ĐỀ 4: VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI GIỮA HAI ĐƯỜNG THẲNG 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 

Cho hai đường thẳng 𝑑𝑑: 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 và 𝑑𝑑′:𝑦𝑦 = 𝑎𝑎′𝑥𝑥 + 𝑏𝑏′(𝑎𝑎,𝑎𝑎′ ≠ 0). Khi đó ta có: 

• 𝑑𝑑 ∕∕ 𝑑𝑑′ ⟺ �𝑎𝑎 = 𝑎𝑎′
𝑏𝑏 ≠ 𝑏𝑏′

 • 𝑑𝑑 ≡ 𝑑𝑑′ ⇔ �𝑎𝑎 = 𝑎𝑎′
𝑏𝑏 = 𝑏𝑏′

 

• 𝑑𝑑 𝑐𝑐ắ𝑡𝑡 𝑑𝑑′ ⇔ 𝑎𝑎 ≠ 𝑎𝑎′ • 𝑑𝑑 ⊥ 𝑑𝑑′ ⇔ 𝑎𝑎. 𝑎𝑎′ = −1 
B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN. 

Dạng 1. Chỉ ra các cặp đường thẳng song song, các cặp đường thẳng cắt nhau. 
Phương pháp giải: Cho đường thẳng 𝑑𝑑:𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 và 𝑑𝑑′:𝑦𝑦 = 𝑎𝑎′𝑥𝑥 + 𝑏𝑏′(𝑎𝑎, 𝑎𝑎′ ≠ 0). 
Khi đó: 

• 𝑑𝑑 ∕∕ 𝑑𝑑′ ⟺ �𝑎𝑎 = 𝑎𝑎′
𝑏𝑏 ≠ 𝑏𝑏′

 • 𝑑𝑑 ≡ 𝑑𝑑′ ⇔ �𝑎𝑎 = 𝑎𝑎′
𝑏𝑏 = 𝑏𝑏′

 

• 𝑑𝑑 𝑐𝑐ắ𝑡𝑡 𝑑𝑑′ ⇔ 𝑎𝑎 ≠ 𝑎𝑎′ • 𝑑𝑑 ⊥ 𝑑𝑑′ ⇔ 𝑎𝑎. 𝑎𝑎′ = −1 
*giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 1: hãy chỉ ra các cặp đường thẳng cắt nhau và các cặp đường thẳng song song với nhau 
trong số các đường thẳng sau: 

a) 𝑦𝑦 = 1,5𝑥𝑥 + 2b b) 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 2 c) 𝑦𝑦 = 0,5𝑥𝑥 − 3 
d) 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 − 3 e) 𝑦𝑦 = 1,5𝑥𝑥 − 1 f) 𝑦𝑦 = 0,5𝑥𝑥 + 3 

Bài 2: cho hai hàm số 𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 + 3𝑘𝑘 và 𝑦𝑦 = (2𝑚𝑚 + 1) + 2𝑘𝑘 − 3. Tìm điều kiện của m và k đề 
đồ thị của hai hàm số là: 

a) Hai đường thẳng cắt nhau. 
b) Hai đường thẳng song song. 
c) Hai đường thẳng trùng nhau. 

Bài 3: với những giá trị nào của m thì đồ thị của các hàm số 𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 + 𝑚𝑚 + 3 và 

 𝑦𝑦 = 3𝑥𝑥 + 5 −𝑚𝑚: 

a) Cắt nhau tại một điểm trên trục tung. 
b) Cắt nhau tại một điểm trên trục hoành. 

Bài 4:  cho ba đường thẳng: 

 𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = (𝑚𝑚2 − 1)𝑥𝑥 + (𝑚𝑚2 − 5); 𝑑𝑑2:𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 1; 𝑑𝑑3:𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 + 3 

a) Tìm điểm cố định mà d1 luôn đi qua. 
b) Chứng minh nếu d1 song song với d3 thì d1 vuông góc với d2. 
c) Xác định giá trị của m để 3 đường thẳng trên đồng quy. 

*học sinh tự luyện các bài tập sau đây: 

Bài 5: hãy chỉ ra các cặp đường thẳng cắt nhau và các cặp đường thẳng song song với nhau 
trong số các đường thẳng sau: 

a) 𝑦𝑦 = √3𝑥𝑥 − 1 b) 𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 + 2 c) 𝑦𝑦 = −0,3𝑥𝑥 



ÔN LUYỆN TOÁN 9 THEO CHỦ ĐỀ, TẬP I 
 

50 
 

d) 𝑦𝑦 = −0,3𝑥𝑥 − 1 e) 𝑦𝑦 = √3𝑥𝑥 + 3 f) 𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 + 3 
Bài 6: cho các đường thẳng: 

 𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = (2𝑚𝑚 + 1)𝑥𝑥 + (2𝑚𝑚 + 3); 𝑑𝑑2:𝑦𝑦 = (𝑚𝑚− 1)𝑥𝑥 + 𝑚𝑚. 

Tìm các giá trị của m để: 

a) d1 cắt d2 b) d1 song song d2 
c) d1 vuông góc d2 d) d1 trùng với d2 

Bài 7: cho các đường thẳng 𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 − 5,𝑑𝑑2:𝑦𝑦 = −3𝑥𝑥 + 1. Xác định giá trị của m để 
M(3;-8) là giao điểm của d1 và d2. 

Bài 8:  cho các đường thẳng 𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = 4𝑚𝑚𝑚𝑚 − (𝑚𝑚 + 5),𝑑𝑑2:𝑦𝑦 = (3𝑚𝑚2 + 1)𝑥𝑥 + (𝑚𝑚2 − 4). 

a) Chứng minh khi m thay đổi thì đường thẳng d1 luôn đi qua 1 điểm A cố định, đường 
thẳng d2 luôn đi qua 1 điểm B cố định. 

b) Với giá trị nào của m thì d1 song song d2? 
c) Với giá trị nào của m thì d1 cắt d2? Tìm tọa độ giao điểm khi m = 2. 

Dạng 2: xác định phương trình đường thẳng. 

Phương pháp giải: 

1. Ta có 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 với 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ≠ 0 là phương trình đường thẳng cắt trục tung tại điểm 
A(0;b), cắt trục hoành tại điểm 𝐵𝐵(−𝑏𝑏

𝑎𝑎
; 0). 

2. Điểm 𝑀𝑀(𝑥𝑥0;𝑦𝑦0) thuộc đường thẳng 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 khi và chỉ khi 𝑦𝑦0 = 𝑥𝑥0 + 𝑏𝑏. 

*Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 9: cho hàm số 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 3. Hãy xác định a trong mỗi trường hợp sau: 

a) Đồ thi hàm số song song với đường thẳng 𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥. 
b) Khi x = 2 thì hàm số có giá trị y = 7. 
c) Đồ thị hàm số 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 3 cắt đường thẳng 𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 − 1 tại điểm có hoành độ bằng 

2. 

Bài 10: cho hàm số 𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 + 𝑏𝑏. Tìm b biết rằng: 

a) Với x = 4 thì hàm số 𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 có giá trị bằng -5. 
b) Đồ thi hàm số cắt trục tung tại điẻm có tung độ bằng -3. 
c) Đồ thị hàm số đi qua điểm A(1;5) 

Bài 11: viết phương trình đường thẳng d biết: 

a) d cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng 3 và cắt trục hoành tại điểm có hoành độ 
bằng -2. 

b) d song song với đường thẳng 𝑦𝑦 = −5𝑥𝑥 + 1 và đi qua điểm I(-2;3). 
c) d vuông góc với đường thẳng 𝑦𝑦 = −1

4
𝑥𝑥 + 3 và đi qua điểm K(0,5;4). 
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*học sinh tự luyện các bài tập sau đây: 

Bài 12: cho hàm số 𝑦𝑦 = 7 − 𝑎𝑎𝑎𝑎. Hãy xác định hệ số a trong mỗi trường hợp sau: 

a) đồ thị hàm số song song với đường thằng y = 4x. 
b) đồ thì hàm số vuông góc với đường thẳng y = -3,2x. 
c) đồ thị hàm số cắt đường thẳng 𝑦𝑦 = 1,2𝑥𝑥 + 5 tại điểm có hoành độ bằng -1. 

Bài 13: cho hàm số 𝑦𝑦 = (𝑚𝑚 − 2)𝑥𝑥 + 𝑚𝑚 + 3. Tìm giá trị của m để hàm số: 

a) Luôn đồng biến? Luôn nghịch biến? 
b) Có đồ thị song song với đường thẳng 𝑦𝑦 = 3𝑥𝑥 − 3 + 𝑚𝑚. 
c) Có đồ thị vuông góc với đường thẳng 𝑦𝑦 = 3𝑥𝑥 − 3 + 𝑚𝑚. 
d) Có đồ thị cắt Ox tại điểm có hoành độ bằng 3. 
e) Có đồ thị cắt Oy tại điểm có tung độ bằng3. 
f) Cùng các hàm số 𝑦𝑦 = −𝑥𝑥 + 2; 𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 − 1 có đồ thị là ba đường thẳng đồng quy. 

Bài 14: viết phương trình đường thẳng d biết: 

a) d cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng -5 và đi qua điểm A(1;3). 
b) d song song với đường thẳng 𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥 + 8 và cắt trục hoành tại điểm có hoành độ 

bằng 5. 
c) d vuông góc với đường thẳng 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 3 và cắt đường thẳng 𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 + 1 tại điểm có 

tung độ bằng 5. 

Bài 15: cho hai đường thẳng 

𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 − 2(𝑚𝑚 + 2); 𝑑𝑑2: (2𝑚𝑚− 3)𝑥𝑥 + (𝑚𝑚2 + 1) 

Tìm các giá trị của m để: 

a) d1 cắt d2 b) d1 song song d2 
c) d1 vuông góc d2 d) d1 trùng với d2 

Bài 16: cho các đường thẳng 

𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥 + 3; 𝑑𝑑2:𝑦𝑦 = −2𝑥𝑥 + 𝑚𝑚;  𝑑𝑑3:𝑦𝑦 =
1
2
𝑥𝑥 + 1 

Xét vị trí tương đối của hai đường thẳng: 

a) d1 và d2 b) d2 và d3 
Bài 17: với những giá trị nào của m thì đường thẳng 𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 − 1 và đường thẳng 

 𝑦𝑦 = 3𝑥𝑥 + 𝑚𝑚 cắt nhau tại một điểm trên: 

a) trục hoành b) trục tung 
Bài 18: tìm điểm sao cho các đường thẳng sau luôn đi qua dù m lấy bất kỳ giá trị nào: 

a) 𝑦𝑦 = 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 1 −𝑚𝑚 b) 𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 − 3 − 𝑥𝑥 
c) 𝑦𝑦 = (2𝑚𝑚 + 5)𝑥𝑥 + 𝑚𝑚 + 3 d) 𝑦𝑦 = 𝑚𝑚(𝑥𝑥 + 2) 
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Bài 19: cho hai đường thẳng 𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = (𝑚𝑚 + 1)𝑥𝑥 − 3 và 𝑑𝑑2:𝑦𝑦 = (2𝑚𝑚− 1)𝑥𝑥 + 4. 

a) Chứng minh khi 𝑚𝑚 = −1
2
 thì d1 và d2 vuông góc với nhau. 

b) Tìm tất cả các giá trị của m để d1 và d2 vuông góc với nhau. 

Bài 20: viết hàm số bậc nhất 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 biết: 

a) Hệ số b bằng √3  và đồ thị hàm số song song với đường thằng 𝑑𝑑: 2𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 1 = 0. 
b) Đồ thị hàm số đi qua 2 điểm A(3;2) và B(1;-1). 
c) Đồ thị hàm số đi qua điểm C(2;-1) và vuông góc với đường thẳng 𝑑𝑑′: 𝑦𝑦 = 3𝑥𝑥 + 1. 

Bài 21: cho 3 đường thẳng: 𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 2; 𝑑𝑑2:𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 + 1; 𝑑𝑑3:𝑦𝑦 = (𝑚𝑚2 + 1)𝑥𝑥 + 𝑚𝑚. 

a) Xác định tọa độ giao điểm của d1 và d2. 
b) Tìm các giá trị của tham số m để: 

i) d2 và d3 song song với nhau. 
ii) d1 và d3 trùng nhau. 
iii) 3 đường thằng trên đồng quy. 
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VẤN ĐỀ 5: HỆ SỐ GÓC CỦA ĐƯỜNG THẲNG 𝒚𝒚 = 𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃 (𝒂𝒂 ≠ 𝟎𝟎). 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT. 

Cho đường thẳng d có phương trình 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 (𝑎𝑎 ≠ 0). Khi đó: 
• Số thực a là hệ số góc của d. 
• Gọi ∝ là góc tạo bởi tia Ox và d. ta có: 

+ Nếu ∝< 90° thì 𝑎𝑎 > 0 và 𝑎𝑎 = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 ∝ 
+ Nếu ∝< 90° thì 𝑎𝑎 < 0 và 𝑎𝑎 = −tan (180°−∝) 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 
Dạng 1: xác định hệ số góc của đường thẳng. 
Phương pháp giải: đường thẳng d có phương trình 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 (𝑎𝑎 ≠ 0), có a là hệ 
số góc. 
*giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 
Bài 1: đường thẳng 𝑦𝑦 = (𝑚𝑚− 1)𝑥𝑥 + 4 đi qua điểm A(-2;1) có hệ số góc bằng bao 
nhiêu? 
Bài 2: tính hệ số góc của đường thẳng 𝑑𝑑:𝑦𝑦 = (2𝑚𝑚− 4)𝑥𝑥 + 5, biết nó song song với 
đường thẳng 𝑑𝑑′: 2𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 3 = 0. Vẽ đường thẳng d tìm được. 
Bài 3 : Tìm hệ số góc của đường thẳng d biết: 
a) d đi qua gốc tọa độ O và đi qua điểm A(1 ;3). 
b)  D đi qua hai điểm M(4 ;5), N(1 ;-1). 

• Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

          Bài 4 : Đường thẳng y=2(m+1)x -5m-8 đi qua điểm A(3;-5) có hệ số góc bằng bao 
nhiêu? 

           Bài 5. Tìm hệ số góc của đường thẳng d: y=(3-m)x+2, biết nó vuông góc với 
đường thẳng d’: x-2y-6=0. Vẽ đường thẳng d tìm được. 

           Bài 6. Tìm hệ số góc của đường thẳng d biết: 

a) d đi qua gốc tọa độ O và đi qua điểm I(2
3
;-3). 

b) d đi qua giao điểm A của hai đường thẳng y=-x+3, y=2x và đi qua điểm E(-1;3). 
Dạng 2.Xác định góc tạo với tia Ox và đường thẳng d. 
Phương pháp giải:Gọi 𝛼𝛼 là góc tạo bởi tia Ox và d. Khi đó: 
                     +Nếu 𝛼𝛼 < 90° thì 𝛼𝛼 > 0 và a=tan 𝛼𝛼 ; 
                     + Nếu 𝛼𝛼 >90° thì 𝛼𝛼 < 0 và a=-tan(180° − 𝛼𝛼). 
*Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 
Bài 7: Tính góc tạo bởi tia Ox và đường thẳng y=2x+1. 
Bài 8. Cho đường thẳng d: y= mx+3. Tính góc tạo bởi tia Ox và d biết d đi qua 
điểm A(-√3;0). 
*Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 
Bài 9. Tính góc tạo bởi tia Ox và đường thẳng d: y=4x-√5. 
Bài 10. Cho đường thẳng d: y=mx+√3. Tính góc tạo bởi tia Ox và d biết d đi qua 
điểm A(-3;0). 
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Dạng 3. Xác định phương trình đường thẳng dựa vào hệ số góc. 
Phương pháp giải: Gọi phương trình đường thẳng cần tìm là y=ax+b.Ta cần xác 
đinh a và b dựa vào các kiến thức về góc và hệ số góc trong phần Tóm tắt lý thuyết 
ở trên. 
* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 
Bài 11. Xác định phương trình đường thẳng d biết rằng: 
a) d đi qua điểm A(-3;4) và có hệ số góc bằng -5; 
b)  d đi qua điểm B(-1;2) và tạo với trục Ox một góc bằng 45°. 

*Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 12. Xác đinh phương trình đường thẳng d biết rằng: 

a) d đi qua điểm M(3;-1) và tạo với trục Ox một góc bằng 30°; 
b) d đi quau điểm N(0;3) và tạo với đường thẳng y=1 một góc 60°. 

Bài 13. Xác định hàm số y=ax+b có đồ thị là đường thẳng d trong mỗi trường hợp 
sau: 

a) d tạo với trục Ox một góc bằng 45° và cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng 
√2; 

b) d tạo với trục Ox một góc bằng 60° và cắt trục hoành tại điểm có hoành độ bằng 
-1. 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ. 

Bài 14. Tìm hệ số gọc của đường thẳng d biết d đi qua gốc tọa độ O và: 

a) Đi qua điểm M(3√3;- √3); 
b) Vuông góc với đường thẳng y=-√2x+1. 

Bài 15. Chứng tỏ phương trình đường thẳng đi qua M(𝑥𝑥0;𝑦𝑦0) và có  hệ số góc k cho 
trước là y=k(x-𝑥𝑥0) + 𝑦𝑦0. 

Bài 16. Cho hai đường thẳng 𝑑𝑑1:𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 5,𝑑𝑑2:𝑦𝑦 = −√3+3. 

a) Vẽ 𝑑𝑑1, 𝑑𝑑2 trên cùng mặt phẳng tọa độ. 
b) Gọi giao điểm của 𝑑𝑑1, 𝑑𝑑2  là A, giao điểm của 𝑑𝑑1, 𝑑𝑑2 với trục Ox lần lượt là B,C. 

Tính số đo các góc của tam giác ABC. 

Bài 17. Vẽ đồ thị các hàm số: y=x-1; y= 1
√2
𝑥𝑥 + √2 và y=√2𝑥𝑥 − √2 trên cùng một hệ 

trục tọa độ. Gọi 𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾 lần lượt là góc tạo bởi các đường thẳng trên với tia Ox. Chứng 
minh: 

tan𝛼𝛼 = 1; 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 1
√2

; 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = √2. 

ÔN TẬP CHỦ ĐỀ 2 

A. TÓM TẮT LÍ THUYẾT 
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1. Hàm số 

• Nếu đại lượng y  phụ thuộc vào đại lượng thay đổi x  sao cho với mỗi giá trị của x , ta luôn 
xác định được chỉ một giá trị tương ứng của y  thì y  được gọi là hàm số của x , và x  được 
gọi là biến số. 

• Hàm số thường được cho bằng bảng hoặc công thức. 
• Tập hợp tất cả các điểm biểu diễn các cặp giá trị tương ứng ( )( )x;f x  trên mặt phẳng tọa độ 

Oxy  đươc gọi là đồ thị của hàm số ( )y f x .=  

• Tính đồng biến và nghích biến của hàm số  
Cho hàm số ( )y f x=  xác định với mọi giá trị x D∈  với 1 2x , x  bất kì thuộc D : 

Nếu 1 2x x<  mà ( ) ( )1 2f x f x<  thì hàm số đồng biến trên D ; 

Nếu 1 2x x<  mà ( ) ( )1 2f x f x>  thì hàm số nghịch biến trên D . 

2. Hàm số bậc nhất 

• Hàm số bậc nhất là hàm số được cho bởi công thức y ax+b=  trong đó a, b  là các số cho 
trước và a 0≠  

• Hàm số bậc nhất y ax+b=  xác định với mọi giá trị x R∈ và: 
+ Đồng biến trên R khi a 0.>  
+ Nghịch biến trên R khi a 0.<  

• Đồ thị của hàm số bậc nhất ( )y ax+b a 0= ≠  là một đường thẳng và a là hệ số góc của 

đường thẳng. 
• Cho hai đường thẳng ( )1 1 1 1d : y a x b a 0= + ≠ và ( )2 2 2 2d : y a x b a 0= + ≠ . 

Ta có: 

a) 1 2d ,d  song song 1 2

1 2

a a
b b
=

⇔  ≠
; 

b) 1 2d ,d  trùng nhau 1 2

1 2

a a
;

b b
=

⇔  =
 

c) 1 2d ,d  cắt nhau 1 2a a ;⇔ ≠  
d) 1 2d ,d  vuông góc nhau 1 2a .a 1.⇔ = −  

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 1: Viết phương trình đường thẳng 

Phương pháp giải: Ta thường gặp các bài toán về viết phương trình đường thẳng sau đây: 

Bài toán 1. Viết phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cho trước. 

Bài toán 2. Viết phương trình đường thẳng đi qua một điểm và có hệ số góc cho trước. 

Bài toán 3. Viết phương trình đường thẳng đi qua một điểm và song song với một đường 
thẳng cho trước. 
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Bài toán 4. Viết phương trình đường thẳng đi qua một điểm và vuông góc với một đường 
thẳng cho trước. 

 Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 1. Xác định hệ số a, b của đường thẳng y ax+b= biết: 

a) d song song với đường thẳng y 3x 1= + và đi qua ( )A 2;5 . 

b) d vuông góc với đường thẳng y x 5= − và cắt Ox  tại điểm có hoành độ bằng 2.−  
c) d đi qua hai điểm ( ) ( )A 1;2 , B 2; 3 .− −  

Bài 2. Cho hai đường thẳng 1 2
4d : y 4x m 1, d : y x 15 3m
3

= − + + = + − . 

a) Tìm vị trí của m để 1d cắt 2d tại điểm C  trên trục tung. 
b) Với m vừa tìm được, hãy tìm giao điểm A, B của 1d , 2d với Ox.  
c) Tính chu vi và diện tích tam giác ABC.  
d) Tính các góc của tam giác ABC.  

Bài 3. Tìm m để hai đường thẳng y mx 1= +  và y 2x 1= −  cắt nhau tại một điểm nằm trên 
đường phân giác góc phần tư thứ hai trong mặt phẳng tọa độ Oxy.  

Bài 4. Cho ba điểm ( ) ( ) ( )A 1; 1 ,B 2;1 ,C 3;1 .− −  Chứng minh đường thẳng  AB vuông góc với 
đường thẳng AC . 

 Học sinh tự luyện những bài tập sau tại lớp: 

Bài 5. Trong hệ tọa độ Oxy cho ba điểm ( ) ( ) ( )A 2;5 ,B 1; 1 ,C 4;9 .− −  

a) Viết phương trình đường thẳng BC . 
b) Chứng minh ba điểm A,B,C  thẳng hàng. 

Bài 6. Cho hàm số ( )2y m 3 x 2= − +  có đồ thị là đường thẳng d . 

a) Vẽ d  khi m 2.=  
b) Tìm m  để hàm số đồng biến, nghịch biến. 
c) Tìm m  để d  đi qua ( )A 1;2 .  

d) Tìm m  để d  đi qua ( )B 1;8 .  

Bài 7. Cho hàm số ( )y m 1 x m 1= − + +  có đồ thị d . Tìm m  để: 

a) d  cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng 2.  
b) d  cắt trục hoành tại điểm có hoành độ bằng 3.−  
c) d  tạo với trục hoành một góc 045 . 
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Bài 8. Viết phương trình đường thẳng d đi qua hai điểm ( )A 2;1−  và điểm M  với M nằm trên 

đường thẳng d ' : 2x y 3+ =  và M có hoành độ bằng 1 .
2

 

Dạng 2. Tìm điểm cố định của đường thẳng  

Phương pháp giải: Để tìm điểm cố định của đường thẳng y a x b= +  phụ thuộc tham số ta làm 
như sau: 

- Gọi tọa độ điểm cố định là ( )0 0M x ; y ; 

- Tìm điều kiện để đẳng thức 0 0y ax b= + luôn đúng khi tham số thay đổi. 
 Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 9. (Thi vào lớp 10 chọn, trường THPT Phan Đình Phùng, Hà Nội, 1995) 

Chứng minh đường thẳng ( )d : y 2 m 1 x m 1= + − −  luôn đi qua một điểm cố định với mọi tham 
số m . 

 Học sinh tự luyện những bài tập sau tại lớp: 

Bài 10. (Thi vào 10, Thành phố Hồ Chí Minh, 2005)  

Cho đường thẳng d : y mx 1.= +  Chứng minh d  luôn đi qua một điểm cố định với mọi tham số 
m . 

Dạng 3. Ba đường thẳng đồng quy 

Phương pháp giải: Để tìm điều kiện để ba đường thẳng đồng quy ta xác định giao điểm của 
hai trong ba đường thẳng và tìm điều kiện để giao điểm này thuộc đường thứ 3. 

 Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 11. (Thi vào 10 trường THPT Nguyễn Tất Thành, 2007) 

Tìm các giá trị của m  để ba đường thẳng 1 2 3d : y x 1, d : y 5x 3, d : y mx 4= + = − = +  cùng đi qua 
một điểm. 

 Học sinh tự luyện những bài tập sau tại lớp: 

Bài 12. Cho các hàm số: y x 3; y x 1; y 3x m 2.= + = − + = − −  Tìm m  để các đồ thị hàm số trên 
là các đường thẳng đồng quy. 

Dạng 4. Bài toán liên quan đến diện tích 

 Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 13. Cho các đường thẳng có phương trình ( )y m 1 x 2m.= − +  Tìm m  để đường thẳng trên 
cắt hai trục tọa độ và tạo với hai trục một tam giác có diện tích bằng 1 (đơn vị diện tích). 
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Bài 14. Cho ba hàm số y x 2; y x 2; y 2x 2= + = − − = − +  có đồ thị lần lượt là 1 2 3d ,d ,d . 

a) Vẽ đồ thị của ba hàm số trên cùng một hệ trục tọa độ. 
b) Cho biết 1 2d d∩  tại A , 1 3d d∩  tại B , 2 3d d∩ tại C . Tìm tọa độ các điểm A,B,C.  
c) Tính diện tích tam giác ABC.  

 Học sinh tự luyện những bài tập sau tại lớp: 

Bài 15. Cho hàm số ( )y m 2 x m 3= − + +  có đồ thị à đường thẳng d . 

a) Chứng minh d  luôn đi qua một điểm cố định với mọi giá trị của tham số m . 
b) Tìm m  để d  cắt Ox,Oy  tạo thành tam giác có diện tích bằng 2.  

Bài 16. Cho đường thẳng ( )d : y 2m 1 x 2= + −  với 1m .
2

≠ −  Giả sử d  cắt Ox tại A , cắt Oy  tại 

B . Tìm m  để diện tích tam giác OAB bằng 1 .
2

 

Dạng 5. Khoảng cách từ gốc tọa độ O đển đường thẳng d 

Phương pháp giải: Để tìm khoảng cách từ điểm gốc tọa độ O đến đường thẳng d : y a x b= +

với a 0,b 0≠ ≠  ta làm như sau: 

Bước 1: Tìm tọa độ các điểm A,B  lần lượt là giao điểm của d  với trục hoành và trục tung của 
hệ trục tọa độ Oxy. 

Bước 2: Gọi H là chân đường vuông góc kẻ từ O đến d . Khi đó: 

2 2 2

1 1 1 .
OH OA OB

= +  

 Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 17. Cho đường thẳng d có phương trình y mx 2= + . 

a) Tìm các giá trị của m  để khoảng cách từ gốc tọa độ O đến đường thẳng d  bằng 1. 
b) Tìm các giá trị của m  để khoảng cách từ gốc tọa độ O đến đường thẳng d  lớn nhất. 

 Học sinh tự luyện những bài tập sau tại lớp: 

Bài 18. (Thi vào lớp 10, Thành phố Hà Nội, 2008) 

Cho đường thẳng d  có phương trình ( )y m 1 x 2= − + . Tìm m  để khoảng cách từ gốc tọa độ 
đến đường thẳng d  lớn nhất. 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 19. Viết phương trình đường thẳng d  biết d  cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng 3  và 
cắt trục hoành tại điểm có hoành độ bằng 2− . 

Bài 20. Cho ba điểm ( ) ( ) ( )A 0;2 , B 3; 1 ,C 2;4− −  
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a) Xác định hệ số a,b biết rằng đồ thị hàm số y a x b= +  đi qua A, B . 
b) Chứng minh ba điểm A,B,C  thẳng hàng. 

Bài 21. Xác định phương trình đường thẳng d  biết rằng nó song song với đường thẳng d ’ có 
phương trình y x 1= − +  và đi qua điểm ( )M 2;1 .  

Bài 22. Cho các đường thẳng: 

( )d : y m 2 x 3= − +  với m 2≠  và 2d ' : y m x 1= − +  với m 0≠ . 

a) Tìm m  để d  và d '  song song với nhau 
b) Tìm m  để d  cắt Ox tại A , cắt Oy  tại B  mà  0OAB 60= . 

Bài 23. (Thi vào lớp 10, THPT Nguyễn Tất Thành, 2010)  

Trong mặt phẳng với hệ tọa độ vuông góc Oxy  cho điểm ( )M 1;1− . Viết phương trình đường 

thẳng đi qua M  và tạo với hai trục tọa độ một tam giác vuông cân 

Bài 24. Chứng minh khi m  thay đổi thì các đường thẳng có phương trình ( )y m 1 x 3m 4= + − +  
luôn đi qua một điểm cố định. 

Bài 25. Tìm điều kiện của tham số m  để các đường thẳng có phương trình 
y 2x 1 0; y x 7+ − = = +  và ( )y m 1 x m 3= − − +  đồng quy. 

Bài 26. Cho hai đường thẳng 1 2
1d : y 2x 4, d : y x 1
2

= + = − + . Cho biết 1d  cắt Ox tại A , 2d  cắt 

Ox tại C , 1d  cắt 2d  tại M.  

a) Chứng minh tam giác MAC  vuông tại M.  
b) Tính diện tích tam giác MAC . 

Bài 27. Cho hàm số ( )2y m 2m 2 x 4= − + +  có đồ thị là đường thẳng d . Tìm m  sao cho d  cắt 

Ox tại A , cắt Oy  tại B  mà diện tích tam giác OAB  lớn nhất.  

Bài 28. Cho đường thẳng ( ) ( )d : 2 m 1 x m 2 y 2− + − = . 

a) Chứng minh d  luôn đi qua một điểm cố định với mọi m . 
b) Tìm m  để khoảng cách từ gốc tọa độ O đến d  là lớn nhất. 
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CHỦ ĐỀ 3. HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC VUÔNG 

VẤN ĐỀ 1. HỆ THỨC VỀ CẠNH VÀ ĐƯỜNG CAO 
TRONG TAM GIÁC VUÔNG (PHẦN I) 

A. TÓM TẮT LÍ THUYẾT 

Cho tam giác ABC vuông tại A,  đường cao AH . Khi đó ta có các hệ thức sau: 

• 2AB BH.BC=  hay 2c ac '=  
• 2AC CH.BC=  hay 2b ab '=  
• AB.AC BC.AH=  hay cb ah=  
• 2HA HB.HC=  hay 2h c 'b '=  

• 2 2 2

1 1 1
AH AB AC

= +  hay 2 2 2

1 1 1
h c b

= +  

• 2 2 2BC AB AC= +  (Định lí Pytago) 
 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 1. Tính độ dài các đoạn thẳng trong tam giác vuông 

Phương pháp giải: Cho tam giác ABC vuông tại A,  đường cao AH . Nếu biết độ dài hai trong 
sáu đoạn thẳng AB,AC,BC,HA,HB,HC thì ta tính luôn được bốn đoạn còn lại. 

 Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 1. Tính x, y trong mỗi trường hợp sau: 

 

 

 

Hình 1 

 

Hình 2 
 

Hình 3 

Bài 2. Cho tam giác ABC vuông tại A,  đường cao AH . 

a) Cho biết AB 3cm, AC 4cm.= =  Tính độ dài các đoạn thẳng BH,CH,AH,BC. 
b) Cho biết BH 9cm, CH 16cm.= =  Tính độ dài các đoạn thẳng AB,AC,BC,AH.  

Bài 3. Cho tam giác ABC vuông tại A, ( )AH BC H BC .⊥ ∈ Cho biết AB : AC 3: 4= và 

BC 15cm.=  Tính độ dài đoạn thẳng BH và HC. 

a

c'

c bh

b'HB

A

C

6 8

x yHB

A

C

20

x

12

yHB

A

C

y

5 7x

HB

A

C
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Bài 4. Cho tam giác ABC vuông tại A,  đường cao AH . Cho biết AB : AC 3: 4= và AH 6cm.=  
Tính độ dài đoạn thẳng BH và CH. 

 Học sinh tự luyện những bài tập sau tại lớp: 

Bài 5. Tính x, y trong mỗi trường hợp sau: 

 

 

Hình 4 

 

Hình 5 

 

 

Hình 6 

Bài 6. Cho tam giác ABC vuông tại A,  đường cao AH . 

a) Cho biết AB 3cm, AC 5cm.= =  Tính độ dài các đoạn thẳng BH,CH,AH,A C.  
b) Cho biết AH 60cm, CH 144cm.= =  Tính độ dài các đoạn thẳng AB,AC,BC,BH.  

c) Cho biết 60AC 12cm, AH cm.
13

= =  Tính độ dài các đoạn thẳng AB,BC,BH,CH.  

Bài 7. Cho tam giác ABC vuông tại A,  đường cao AH . Cho biết AB 5
AC 6

=  và BC 122cm= . 

Tính độ dài đoạn thẳng BH và CH. 

Bài 8. Cho tam giác ABC vuông tại A,  đường cao AH . Cho biết AB : AC 3: 4= và AH 12cm.=  
Tính độ dài đoạn thẳng BH và CH. 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 9. Cho tam giác ABC vuông tại A,  đường cao AH . Cho biết AB 4cm, AC 7,5cm.= =  Tính 
độ dài đoạn thẳng BH và HC. 

Bài 10. Cho tam giác ABC vuông tại A,  đường cao AH . 

a) Cho biết AH 6cm, BH 4,5cm.= =  Tính độ dài các đoạn thẳng AB,AC,BC,HC.  
b) Cho biết AB 6cm, BH 3cm.= =  Tính độ dài các đoạn thẳng AH,AC,CH.  

Bài 11. Cho tam giác ABC  vuông tại A,  đường cao AH . Tính diện tích tam giác ABC  biết
AH 12cm, BH 9cm.= =  

Bài 12. Cho tam giác ABC , biết BC 7,5cm, CA 4,5cm, AB 6cm= = = . 

a) Tính đường cao AH  của tam giác ABC . 
b) Tính độ dài BH,CH.  

x y

1 4HB

A

C

y

13 x

HB

A

C

y

4

5

xHB

A

C
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Bài 13. Cho tam giác vuông với các cạnh góc vuông là 7  và 24 . Kẻ đường cao ứng với cạnh 
huyền. Tính độ dài đường cao và các đoạn thẳng mà đường cao đó chia ra trên cạnh huyền. 

Bài 14. Cho tam giác ABC vuông tại A,  đường cao AH . Cho biết AB 5
AC 7

=  và AH 15cm= . 

Tính độ dài đoạn thẳng HBvà HC. 

Bài 15. Cho ABCD  là hình thang vuông tại A và D . Đường chéo BD BC.⊥  Biết 
AD 12cm, DC 25cm.= =  Tính độ dài AB,BC  và BD . 

 

  



ÔN LUYỆN TOÁN 9 THEO CHỦ ĐỀ, TẬP I 
 

63 
 

VẤN ĐỀ 2. HỆ THỨC VỀ CẠNH VÀ ĐƯỜNG CAO 
TRONG TAM GIÁC VUÔNG (PHẦN II) 

A. TÓM TẮT LÍ THUYẾT 

Nhắc lại lí thuyết. Cho tam giác ABC vuông tại A,  đường cao AH . Khi đó ta có các hệ thức 
sau: 

• 2AB BH.BC=  hay 2c ac '=  
• 2AC CH.BC=  hay 2b ab '=  
• AB.AC BC.AH=  hay cb ah=  
• 2HA HB.HC=  hay 2h c 'b '=  

• 2 2 2

1 1 1
AH AB AC

= +  hay 2 2 2

1 1 1
h c b

= +  

• 2 2 2BC AB AC= +  (Định lí Pytago) 
 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 2. Chứng minh các hệ thức liên quan đến tam giác vuông 

Phương pháp giải: Sử dụng các hệ thức về cạnh và đường cao một cách hợp lí theo hướng: 

Bước 1: Chọn các tam giác vuông thích hợp chứa các đoạn thẳng có trong hệ thức. 

Bước 2: Tính các đoạn thẳng đó nhờ hệ thức về cạnh và đường cao. 

Bước 3: Liên kết các giá trị trên để rút ra hệ thức cần chứng minh. 

 Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 1. Cho tam giác CDE  nhọn, đường cao CH . Gọi M, N  theo thứ tự là hình chiếu của H  
lên CD,CE.  Chứng minh: 

a) CD.CM CE.CN.=  
b) CMN CED.∆ ∆  

Bài 2. Cho hình vuông ABCD.  Gọi I  là một điểm nằm giữa A và B . Tia DI  và tia CB  cắt 
nhau ở K . Kẻ đường thẳng qua D , vuông góc với DI , cắt đường thẳng BC  tại L . Chứng 
minh: 

a) Tam giác DIL là tam giác cân;  

b) Tổng 2 2

1 1
DI DK

+  không đổi khi I  thay đổi trên cạnh AB . 

 Học sinh tự luyện những bài tập sau tại lớp: 

Bài 3. Cho tam giác ABC  có ba góc nhọn và AH  là đường cao. 

a) Chứng minh 2 2 2 2AB CH AC BH ;+ = +  
b) Gọi M, N theo thứ tự là hình chiếu của H lên AB, AC . Chứng minh: AM.AB AN.AC=  

a

c'

c bh

b'HB

A

C
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Bài 4. Cho hình thoi ABCD  có hai đường chéo cắt nhau tại O . Cho biết khoảng cách từ O tới 

mỗi cạnh hình thoi là h,AC m,BD n.= = . Chứng minh: 2 2 2

1 1 1 .
m n 4h

+ =  

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 5. Cho hình chữ nhật ABCD có AB 8cm,BC 15cm.= =  

a) Tính độ dài đoạn thẳng BD ; 
b) Vẽ AH BD H.⊥ =  Tính độ dài đoạn thẳng AH ; 
c) Đường thẳng AH  cắt BC và DC lần lượt tại I  và K . Chứng minh: 2AH HI.HK.=  

Bài 6. Cho hình thang ABCD  vuông tại A và D . Cho biết AB 15cm,AD 20cm,= =  các đường 
chéo AC  và BD  vuông góc với nhau ở O . Tính: 

a) Độ dài các đoạn thẳng OB,O D.  
b) Độ dài đoạn thẳng AC ; 
c) Diện tích hình thang ABCD . 

Bài 7. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH , kẻ HE,HF  lần lượt vuông góc với 
AB,AC . Chứng minh: 

a) 
3EB AB

FC AC
 =  
 

                                                            b) 3BC.BE.CF AH .=  

Bài 8. Cho tam giác ABC cân tại A có AH  và BK  là hai đường cao. Kẻ đường thẳng vuông 
góc với BC  tại B  cắt tia CA  tại D . Chứng minh:  

a) BD 2AH=                                                                b) 2 2 2

1 1 1 .
BK BC 4HA

= +  
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VẤN ĐỀ 3. LUYỆN TẬP HỆ THỨC VỀ CẠNH VÀ ĐƯỜNG CAO 
TRONG TAM GIÁC VUÔNG 

A. TÓM TẮT LÍ THUYẾT 

Nhắc lại lí thuyết. Cho tam giác ABC vuông tại A,  đường cao AH . Khi đó ta có các hệ thức 
sau: 

• 2AB BH.BC=  hay 2c ac '=  
• 2AC CH.BC=  hay 2b ab '=  
• AB.AC BC.AH=  hay cb ah=  
• 2HA HB.HC=  hay 2h c 'b '=  

• 2 2 2

1 1 1
AH AB AC

= +  hay 2 2 2

1 1 1
h c b

= +  

• 2 2 2BC AB AC= +  (Định lí Pytago) 
 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

 Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 1. Cho tam giác ABC  vuông tại A,  đường cao AH . Cho biết BH 4cm, CH 9cm.= =  Gọi 
D, E  lần lượt là hình chiếu của H lên các cạnh AB, AC.  

a) Tính độ dài đoạn thẳng DE . 
b) Các đường thẳng vuông góc với DE  tại D, E  lần lượt cắt BC tại M, N. Chứng minh 

1MN BC.
2

=  

c) Tính diện tích của tứ giác DENM. 

Bài 2. Cho tam giác ABC  vuông tại A,  đường cao AH . Gọi D, E  lần lượt là hình chiếu của 
H lên các cạnh AB, AC.  Chứng minh: 

a) 
2

2

AC HB ;
AC HC

=        b) 
3

3

AC BD ;
AC EC

=       c) 3DE BD.CE.BC;=         d) 33 32 2 2BC BD CE .= +  

 Học sinh tự luyện những bài tập sau tại lớp: 

Bài 3. Cho tam giác ABC  vuông tại A,  đường cao AH . 

a) Cho biết AB 6cm, AC 8cm.= =  Tính độ dài các đoạn thẳng BH, CH, AH, BC.  
b) Cho biết AB 6cm, BC 10cm.= =  Tính độ dài các đoạn thẳng BH, CH, AH, AC. 

Bài 4. Tìm độ dài các cạnh của một tam giác vuông nếu đường cao ứng với cạnh huyền có độ 
dài 48cm và hình chiếu của các cạnh góc vuông trên cạnh huyền theo tỉ lệ 9 :16. 

Bài 5. Cho tam giác ABC  vuông tại A,  phân giác AD,  đường cao AH . Cho biết 
BD 15 cm, CD 20cm.= = Tính độ dài các đoạn thẳng HB,HC.  

a

c'

c bh

b'HB

A

C
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Bài 6. Cho hình thang cân ABCD  có độ dài cạnh đáy AB 26cm=  và cạnh bên AD 10cm.=

Cho biết đường chéo AC vuông góc với cạnh bên BC . Tính diện tích của hình thang ABCD . 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 7. Cho tam giác ABC  vuông tại A,  đường cao AH . 

a) Nếu BH 2cm, CH 8cm.= =  Tính độ dài các đoạn AB,AC,BC,AH . 
b) Nếu AH 5cm, CH 16cm.= = Tính độ dài các đoạn AB,AC,BC,BH . 

Bài 8. Cho tam giác ABC  vuông tại A,  đường cao AH . Cho biết AB : AC 3: 4=  và 
AH 12cm= . Tính độ dài các đoạn thẳng BH, CH.  

Bài 9. Cho tam giác ABC  vuông tại A,  phân giác AD,  đường cao AH . Cho biết 
BD 15 cm, CD 20cm.= = Tính độ dài các đoạn thẳng HB,HC.  

Bài 10. Cho tam giác ABC  vuông tại A,  đường cao AH . Tính chu vi của tam giác ABC biết 

rằng AH 14cm= , HB 1 .
HC 4

=  

Bài 11. Cho tam giác ABC  vuông tại A,  đường cao AH . Tính diện tích tam giác ABC biết 
rằng AH 12cm, BH 9cm.= =  

Bài 12. Cho tam giác ABC  vuông tại C , đường cao CK . 

a) Cho biết AB 10cm, A C 8cm.= =  Tính BC,CK,BK,AK.  
b) Gọi H  và I  theo thứ tự là hình chiếu của K  lên BC  và AC . Chứng minh: 

CB.CH CA.CI= . 

c) Gọi M  là chân đường vuông góc kẻ từ K  xuống IH . Chứng minh 2 2 2

1 1 1 .
KM CH CI

= +  

d) Chứng minh: 
3

3

AI AC .
BH BC

=  
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VẤN ĐỀ 4. TỈ SỐ LƯỢNG GIÁC CỦA GÓC NHỌN (PHẦN I) 
A. TÓM TẮT LÍ THUYẾT 

• Cho góc nhọn ( )0 00 90α < α < . Dựng tam giác ABC  vuông tại A sao cho ABCα =  . Từ đó 

ta có: 
AB AC AC ABcos ;sin ; tan ;cot .
BC BC AB AC

α = α = α = α =   

• Với góc nhọn α  bất kì, ta luôn có: 

2 2 2 2
2 2

0 sin 1; 0 cos 1.
sin costan ;cot ; tan .cot 1;
cos sin

1 1sin cos 1; 1 tan ; 1 cot .
cos sin

< α < < α <
α α

α = α = α α =
α α

α + α = + α = + α =
α α

 

 

 

• Nếu hai góc phụ nhau thì sin góc này bằng cosin góc kia, tang góc này bằng cotang góc 
kia. 

• Bảng tỉ số lượng giác của các góc đặc biệt: 

 030  045  
060  

sinα  1
2

 2
2

 
3

2
 

cosα  3
2

 2
2

 
1
2

 

tanα  3
3

 1 3  

cotα  3  1 
3

3
 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 1. Tính tỉ số lượng giác của góc nhọn, tính cạnh, tính góc 

Phương pháp giải: Sử dụng kiến thức trong phần Tóm tắt lí thuyết ở trên. 

 Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 1. Cho tam giác ABC  vuông tại C  có BC 1,2cm, AC 0,9cm= = . Tính các tỉ số lượng giác 
của góc B . Từ đó suy ra tỉ số lượng giác của góc A . 

Bài 2. Cho tam giác ABC  vuông tại A,  đường cao AH . Hãy tính sinB  và sinC  trong các 
trường hợp sau (làm tròn kết quả đến chữ số thập phân thứ 4): 

a) AB 13cm; BH 0,5dm= =                                       b) BH 3cm; CH 4cm.= =  

A C

B
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Bài 3. Cho tam giác ABC  có AB a 5; BC a 3; AC a 2= = = . 

a) Chứng minh ABC  là tam giác vuông. 
b) Tính các tỉ số lượng giác của góc B. Từ đó suy ra tỉ số lượng giác của góc A.  

Bài 4. Cho tam giác ABC  vuông tại A,  hãy tính các tỉ số lượng giác của góc C  biết rằng 
cosB 0,6.=  

Bài 5. Cho tam giác ABC  vuông tại A,  5AB 5cm, cot B .
8

= =  Tính độ dài các đoạn thẳng AC 

và BC . 

 Học sinh tự luyện những bài tập sau tại lớp: 

Bài 6. Cho tam giác ABC  vuông tại A  có BA 1,6cm; CA 1,2cm.= =  Tính các tỉ số lượng giác 
của góc B . Từ đó suy ra tỉ số lượng giác của góc C . 

Bài 7. Cho tam giác ABC  có CB a 5; BA a 3; AC a 2= = = .  

a) Chứng minh ABC  là tam giác vuông. 
b) Tính các tỉ số lượng giác của góc B. Từ đó suy ra tỉ số lượng giác của góc C . 

Bài 8. Cho tam giác ABC  vuông tại A. Cho biết cosB 0,8.=  Hãy tính các tỉ số lượng giác của 
góc C . 

Bài 9. Cho tam giác ABC  vuông tại A,  5AB 6cm, tanB .
12

= =  Hãy tính độ dài các đoạn thẳng 

AC và BC . 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 10. Cho tam giác ABC  vuông tại A có AB 60mm; AC 8cm.= =  Tính các tỉ số lượng giác 
của góc B . Từ đó suy ra tỉ số lượng giác của góc C . 

Bài 11. Cho tam giác ABC  vuông tại A.  Biết 

5AB 30cm; B , cot .
12

= = α α  Tính độ dài các cạnh 

BC, AC.  

Bài 12. Tìm sin ,cot , tanα α α  biết 1cos .
5

α =  

Bài 13. Cho tam giác ABC  vuông tại A.  Tính AC, BC  biết: 

a) 3AB 12cm, tanB
4

= =  ;                                              b) 5AB 15cm, cos B .
13

= =  

Bài 14. Cho tam giác ABC  vuông tại A,   0C 30 , BC 10cm.= =  

a) Tính độ dài các cạnh AB,AC.  
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b) Kẻ từ A các đường thẳng AM,AN  lần lượt vuông góc với các đường phân giác trong 
và ngoài của góc B . Chứng minh MN / / BC  và MN BC= . 

c) Chứng minh tam giác MAB  và ABC  đồng dạng. Tìm tỉ số đồng dạng. 
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VẤN ĐỀ 5. TỈ SỐ LƯỢNG GIÁC CỦA GÓC NHỌN (PHẦN II) 
A. TÓM TẮT LÍ THUYẾT 

• Cho góc nhọn ( )0 00 90α < α < . Dựng tam giác ABC  vuông tại A sao cho ABCα =  . Từ đó 

ta có: 
AB AC AC ABcos ;sin ; tan ;cot .
BC BC AB AC

α = α = α = α =  

• Với góc nhọn α  bất kì, ta luôn có: 

2 2 2 2
2 2

0 sin 1; 0 cos 1.
sin costan ;cot ; tan .cot 1;
cos sin

1 1sin cos 1; 1 tan ; 1 cot .
cos sin

< α < < α <
α α

α = α = α α =
α α

α + α = + α = + α =
α α

 

• Nếu hai góc phụ nhau thì sin góc này bằng cosin góc kia, tang góc này bằng cotang góc 
kia. 

• Bảng tỉ số lượng giác của các góc đặc biệt: 

 030  045  
060  

sinα  1
2

 2
2

 
3

2
 

cosα  3
2

 2
2

 
1
2

 

tanα  3
3

 1 3  

cotα  3  1 
3

3
 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 2. Sắp thứ tự dãy các tỉ số lượng giác 

Phương pháp giải: Để sắp thứ tự dãy các tỉ số lượng giác cho trước, ta cần làm được hai bước 
sau: 

Bước 1: Đưa về các tỉ số lượng giác trong bài toán cùng loại bằng cách sử dụng tính chất: 
“Nếu hai góc phụ nhau thì sin góc này bằng cos góc kia, tan góc này bằng cot góc  kia”. 

Bước 2: Với hai góc nhọn ,α β , ta có: 

sin sin ;
cos cos ;
tan tan ;
cot cot .

α < β⇔ α < β
α < β⇔ α > β
α < β⇔ α < β
α < β⇔ α > β
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 Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 1. Không dùng bảng số và máy tính, hãy so sánh: 

a) 0sin 20  và 0sin 70    b) 0cos60  và 0cos70   c) 0tan73 20 '  và 0tan45   d) 0cot20  và 0cot37 40 '  

Bài 2. Sắp xếp tỉ số lượng giác sau theo thứ tự từ lớn đến bé: 

a) 0 0 0 0 0tan 42 ,cot 71 , tan 38 ,cot 69 15', tan 28  

b) 0 0 0 0 0sin 32 ,cos51 ,sin 39 ,cos79 13',sin 38 . 

 Học sinh tự luyện những bài tập sau tại lớp: 

Bài 3. Không dùng bảng số và máy tính, hãy so sánh: 

a) 0sin 40  và 0sin 70   b) 0cos80  và 0cos50   c) 0tan73 20 '  và 0tan65    d) 0cot53  và 0cot37 40 '  

Bài 4. Sắp xếp tỉ số lượng giác sau theo thứ tự từ lớn đến bé: 

a) 0 0 0 0 0tan12 ,cot 61 , tan 28 ,cot 79 15', tan 58  

b) 0 0 0 0 0cos67 ,sin 56 ,cos63 41',sin 74 ,cos85 .  

Dạng 3. Dựng góc nhọn α  biết tỉ số lượng giác của nó là m
n

. 

Phương pháp giải: Dựng một tam giác vuông có hai cạnh là m và n trong đó m và n là hai 
cạnh góc vuông hoặc một cạnh góc vuông và một cạnh huyền rồi vận dụng định nghĩa tỉ số 
lượng giác để nhận ra góc α . 

 Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 5. Dựng góc nhọn α  biết rằng: 

a) 3sin
5

α =                       b) 4cos
7

α =                         c) 3tan
2

α =                         d) 5cot
6

α = . 

Bài 6. Dựng góc nhọn α  biết rằng: 

a) 2sin
3

α =                      b) 2cos
5

α =                         c) 3tan
2

α =                         d) 4cot
5

α = . 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 7. Cho tam giác ABC  vuông tại A. Biết 

5AB 30cm, B , tan .
12

= = α α = Tính cạnh BC, AC. 

Bài 8. Cho tam giác ABC  vuông tại A. Đường cao AH . Tính sin B,sin C  biết răng: 

a) AB 13,BH 5= =                                                            b) BH 3,CH 4.= =  
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Bài 9. Dựng góc nhọn α  biết rằng: 

a) 1sin
2

α =                      b) 2cos
3

α =                         c) 4tan
5

α =                         d) 3cot
4

α = . 

Bài 10. Sắp xếp tỉ số lượng giác sau theo thứ tự từ lớn đến bé: 

a) 0 0 0 0 0sin 35 ,cos28 ,sin 34 72 ',cos62 ,sin 45 ; 

b) 0 0 0 0 0cos37 ,cos65 30 ',sin 72 ,cos59 ,sin 47 . 

Bài 11. Tính giá trị biểu thức: 

2 0 0 2 0 0

0 2 0 2 0 0

A cos 52 sin 45 sin 52 cos45 ;
B sin 45 cos 47 sin 47 cos45 .
= +

= +
 

Bài 12. Tìm cos , tan ,cotα α α  biết 1sin .
5

α =  

Bài 13. Cho tam giác ABC  vuông tại A,   0C 30 ,BC 10cm= = . 

a) Tính độ dài các cạnh AB,AC.  
b) Kẻ từ A các đường thẳng AM,AN  lần lượt vuông góc với các đường phân giác trong 

và ngoài của góc B . Chứng minh MN / / BC  và MN BC= . 
c) Chứng minh tam giác MAB  đồng dạng với tam giác ABC . Tìm tỉ số đồng dạng. 

Bài 14. Không dùng máy tính hoặc bảng số, hãy tính: 

a) 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0A cos 20 cos 30 cos 40 cos 50 cos 60 cos 70= + + + + +  

b) 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0B sin 5 sin 25 sin 45 sin 65 sin 85 .= + + + +  

Bài 15. Cho tam giác ABC  vuông tại A, 

0AB AC,C 45 ,< = α = đường trung tuyến AM , đường 
cao AH,MA MB MC a.= = =  Chứng minh: 

a) sin 2 2sin cos ;α = α α                b) 21 cos2 2cos ;+ α = α                       c) 21 cos2 2sin .− α = α  
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VẤN ĐỀ 6. MỘT SỐ HỆ THỨC VỀ CẠNH VÀ GÓC TRONG TAM GIÁC 
VUÔNG  (PHẦN I) 

A. TÓM TẮT LÍ THUYẾT 

• Cho tam giác ABC  vuông tại A, có BC a,AC b,AB c= = = . Ta có: 
b a.sin B a.cosC;
c a.sin C a.cosB;
b c.tanB c.cotC;
c b.tanC b.cotB.

= =
= =
= =
= =

 

 

• Trong một tam giác vuông 
Cạnh góc vuông = (cạnh huyền) ×  (sin góc đối) = (cạnh huyền) ×  (cos góc kề) 
Cạnh góc vuông = (Cạnh góc vuông) ×  (tan góc đối) = (cạnh góc vuông còn lại) ×  (cot 
góc kề). 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 1. Giải tam giác vuông 

Phương pháp giải:  

1. Giải tam giác vuông là tính độ dài các cạnh và số đo các góc dựa vào dữ kiện cho trước của 
bài toán 

2. Để giải tam giác vuông, ta dùng hệ thức giữa cạnh và các góc của một tam giác vuông và sử 
dụng máy tính cầm tay hoặc bảng lượng giác để tính các yếu tố còn lại. 

3. Các bài toán về giải tam giác vuông bao gồm: 

i) Giải tam giác vuông khi biết độ dài một cạnh và số đo một góc nhọn. 

ii) Giải tam giác vuông khi biết độ dài hai cạnh.  

 Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 1. Cho tam giác ABC  vuông tại A, có BC a,AC b,AB c= = = . Giải tam giác vuông ABC  
biêt rằng: 

a) 

0b 10cm; C 30= =                                   b) 

0a 20cm; B 35= = . 

Bài 2. Cho tam giác ABC  vuông tại A, có BC a,AC b,AB c= = = . Giải tam giác vuông ABC  
biêt rằng: 

a) a 15cm;b 10cm= =                                 b) b 12cm;c 7cm.= =  

 Học sinh tự luyện những bài tập sau tại lớp: 

b

ac

A C

B
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Bài 3. Cho tam giác ABC  vuông tại A, có BC a,AC b,AB c= = = . Giải tam giác vuông ABC  
biêt rằng: 

a) b 28cm;c 21cm= =                               b) a 10cm;b 6cm= =  

Bài 4. Cho tam giác ABC  vuông tại A, có BC a,AC b,AB c= = = . Giải tam giác vuông ABC  
biêt rằng: 

a) 

0c 3,8cm,B 51= =                                 b) 

0a 11cm; C 60 .= =  

Dạng 2. Tính các cạnh và góc của tam giác 

Phương pháp giải: Làm xuất hiện tam giác vuông để áp dụng các hệ thức lượng trên bằng 
cách kẻ thêm đường cao. 

 Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 5. Cho tam giác ABC có 

0BC 11cm, ABC 38= = và  0ACB 30= . Gọi N là chân đường vuông 
góc hạ từ A xuống cạnh BC. Hãy tính: 

a) Độ dài đoạn thẳng AN;                          b) Độ dài đoạn thẳng AC. 

Bài 6. Cho tam giác ABC , có  

0 0BC 6cm,B 60 ,C 40= = = . Hãy tính: 

a) Chiều cao CH và cạnh AC                       b) Diện  tích tam giac ABC. 

 Học sinh tự luyện những bài tập sau tại lớp: 

Bài 7. Cho tam giác ABC có  

0 0B 60 ,C 50 ,AC 3,5cm= = = . Tính diện tích tam giác ABC  (làm 
tròn đến hàng đơn vị). 

Bài 8. Cho tứ giác ABCD  có các đường chéo cắt nhau tại O. Cho biết 


0AC 4cm, BD 5cm, AOB 50= = = . Tính diện tích tứ giác ABCD . 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 9. Cho tam giác ABC  vuông tại A, có BC a,AC b,AB c= = = . Giải tam giác vuông ABC  
biêt rằng: 

a) 

0b 5,4cm,C 30= =                                b) 

0c 10cm,C 45= =  

Bài 10. Cho tam giác ABC  vuông tại A, có BC a,AC b,AB c= = = . Giải tam giác vuông ABC  
biêt rằng: 

a) a 15cm,b 10cm= =                               b) b 12cm;c 7cm.= =  

Bài 11. Cho tam giác ABC  vuông tại B . Giải tam giác ABC  biết rằng: 

a)  0A 40 ,AC 8= =                            b)  0C 28 ,AB 5= =                         c) AB 8,BC 15= =  
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Bài 12. Cho tam giác ABC  có  

0 0B 60 ,C 50 ,AC 35cm= = = . Tính diện tích tam giác ABC . 

Bài 13. Cho tứ giác ABCD  có   

0 0A D 90 ,C 40 ,AB 4cm,AD 3cm= = = = = . Tính diện tích tứ giác 
ABCD . 

Bài 14. Cho tam giác ABC  vuông tại A, , có đường cao AH ;  HB 9cm,HC 16cm.= =   

a) Tính AB,AC , AH . 
a) Gọi D  và E  lần lượt là hình chiếu vuông góc của H  trên AB,AC . Tứ giác ADHE  là 

hình gì? 
b) Tính chu vi cà diện tích của tứ giác ADHE . 

Bài 15. Cho tam giác ABC  vuông tại A,  biết AB 3cm,BC 5cm= =  

a) Giải tam giác vuông ABC  (số đo góc làm tròn đến độ) 
b) Từ B  kẻ đường thẳng vuông góc với BC , đường thẳng này cắt đường thẳng AC  tại D . 

Tính độ dài các đoạn thẳng AD,BD.  
c) Gọi E, F  lần lượt là hình chiếu của A,  trên BC và BD . Chứng minh BF.BD BE.BC.=  
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VẤN ĐỀ 7. MỘT SỐ HỆ THỨC VỀ CẠNH VÀ GÓC TRONG TAM GIÁC 
VUÔNG (PHẦN II) 

A. TÓM TẮT LÍ THUYẾT 

• Cho tam giác ABC  vuông tại A có BC a,AC b,AB c= = = . Ta có: 
b a.sin B a.cosC;
c a.sin C a.cosB;
b c.tanB c.cotC;
c b.tanC b.cotB.

= =
= =
= =
= =

 

 

• Trong một tam giác vuông 
Cạnh góc vuông = (cạnh huyền) ×  (sin góc đối) = (cạnh huyền) ×  (cos góc kề) 
Cạnh góc vuông = (Cạnh góc vuông) ×  (tan góc đối) = (cạnh góc vuông còn lại) ×  (cot 
góc kề). 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 3. Toán ứng dụng thực tế 

Phương pháp giải: Dùng hệ thức liên hệ giữa cạnh và góc trong tam giác vuông để giải 
quyết tình huống trong thực tế.  

• Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 
Bài 1. Một cột đèn có bóng trên mặt đất dài 7,5 m . Các tia nắng mặt trời tạo với mặt đất một 

góc xấp xỉ bằng 42 . Tính chiều cao của cột đèn. 
Bài 2. Một cầu trượt trong công viên có độ dốc là 28  và có độ cao là 2,1cm . Tính dộ dài của 

mặt cầu trượt (làm tròn đến chữ số thập phân thứ nhất). 
• Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp. 

Bài 3. Một cột đèn có bóng trên mặt đất là 5m . Các tia nắng mặt trời tạo với mặt đất một góc 
xấp xỉ bằng 50 . Tính chiều cao của cột đèn. 

Bài 4. Một cột đèn điện AB  cao 6 m  có bóng in trên mặt đất là AC  dài 3,5m . Hãy tính góc 
BCA  (làm tròn đến phút) mà tia sáng mặt trời tạo với mặt đất. 
Dạng 4. Toán tổng hợp 
Phương pháp giải: Vận dụng linh hoạt một số hệ thức giữa cạnh và góc trong một tam 
giác vuông để giải toán. 
•  Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 5. Cho tam giác ABC  vuông tại A , có AC AB . Đường cao AH . Gọi D , E  lần lượt là 
hình chiếu của H  trên AB , AC . 
a) Chứng minh . .AD AB AE AC  và tam giác ABC  đồng dạng với tam giác AED . 
b) Cho biết 2BH cm , 4,5HC cm . Tính độ dài đoạn thẳng DE . 

c) Tính số đo góc ABC  (làm tròn đến độ). 

b

ac

A C

B



ÔN LUYỆN TOÁN 9 THEO CHỦ ĐỀ, TẬP I 
 

77 
 

d) Tính diện tích tam giác ADE  
• Học sinh tự luyện bài tập sau tại lớp: 

Bài 6. Cho hình chữ nhật ABCD . Qua B  kẻ đường thẳng vuông góc với đường chéo AC  tại 
H . Gọi E , F , G  theo thứ tự là trung điểm của AH , BH , CD . 
a) Chứng minh tứ giác EFCG  là hình bình hành. 
b) Chứng minh  90BEG   . 
c) Cho biết BH h= , BAC α= . Tính ABCDS  theo h  và α . 
d) Tính độ dài đường chéo AC  theo h  và α . 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 7. Cho tam giác ABC  vuông tại A  biết 21AB cm= ,  60C =  . Tính độ dài đường phân giác 

BD  của góc ABC , D  nằm trên cạnh AC . 
Bài 8. Cho tam giác ABC  vuông tại A ,  30C =  , 10BC cm= . 

a) Tính AB , AC . 
b) Kẻ từ A  các đường thẳng AM , AN  lần lượt vuông góc với các đường phân giác trong 

và phân giác ngoài của góc B . Chứng minh MN  song song với BC  và 2MN BC= . 
c) Chứng minh tam giác MAB  đồng dạng với tam giác ABC . Tính tỉ số đồng dạng. 

Bài 9. Cho tam giác ABC  vuông tại A , có AC AB> , đường cao AH . Gọi D , E  lần lượt là 
hình chiếu của H  trên AB , AC . 

a) Chứng minh . .AD AB AE AC=  và tam giác ABC  đồng dạng với tam giác AED . 
b) Cho biết 2BH cm= , 4,5HC cm= . Tính: 

i. Độ dài đoạn thẳng DE . 
ii. Số đo ABC  (làm tròn đến độ). 

iii. Diện tích tam giác ADE . 
Bài 10. Chứng minh: 

a) Diện tích của một tam giác bằng nửa tích của hai cạnh nhân với sin của góc nhọn tạo 
bởi các đường thẳng chứa hai cạnh ấy. 

b) Diện tích của một hình bình hành bằng tích của hai cạnh kề nhân với sin  của góc 
nhọn tạo bởi các đường thẳng chứa hai cạnh ấy. 
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ÔN TẬP CHỦ ĐỀ 3 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 
1. Hệ thức về cạnh và đường cao trong tam giác vuông 
Cho tam giác ABC  vuông tại A , đường cao AH . Khi đó ta có các hệ thức sau: 
• 2 .AB BH BC=  hay 2 'c ac=   
• 2 .AC CH BC=  hay 2 'b ab=   
• . .AB AC BC AH=  hay cb ah=   
• 2 .HA HB HC=  hay 2 ' 'h c b=   

• 2 2 2

1 1 1
AH AB AC

= +   

Hay 2 2 2

1 1 1
h c b

= +   

• 2 2 2BC AB AC= +  (Định lý Pitago) 
2. Tỉ số lượng giác của góc nhọn 
• Cho góc nhọn α  (0 90 )α< <  . Dựng tam giác vuông BAC  sao cho ABCα = . Từ đó 

ta có: 

cos AB
BC

α = ; sin AC
BC

α = ; tan AC
AB

α = ; cot AB
AC

α = . 

• Với góc nhọn α  bất kỳ ta luôn có: 
0 sin 1α< < ; 0 cos 1α< <  . 

sintan
cos

αα
α

= ; coscot
sin

αα
α

= ; tan .cot 1α α = ; 

2 2sin cos 1α α+ = ; 2
2

11 tan
cos

α
α

+ = ; 2
2

11 cot
sin

α
α

+ =   

• Nếu hai góc phụ nhau thì sin  góc này bằng côsin góc kia, tang góc này bằng côtang 
góc kia. 

• Bảng tỉ số lượng giác của các góc đặc biệt: 
α   

Tỉ số 30  45   60   

sinα  1
2

 2
2

 
3

2
 

cosα  3
2

 2
2

 
1
2

 

tanα  3
3

 1 3  

cotα  3  1 
3

3
 

 
3. Hệ thức về cạnh và góc trong tam giác vuông 
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• Cho tam giác ABC  vuông tại A  có BC a= , AC b= , AB c= . Ta có: 
.sin .cosb a B a C= =   
.sin .cosc a C a B= =   
. tan .cotb c B c C= =   
. tan .cotc b C b B= =   

• Trong một tam giác vuông 
Cạnh góc vuông =  (cạnh huyền)× ( sin  góc đối) 

 =  (cạnh huyền)× (cosin góc kề) 
Cạnh góc vuông  = (cạnh góc vuông) × (tang góc đối) 

= (cạnh góc vuông) × (cotang góc kề) 
B. BÀI TẬP TỰ LUYỆN. 

Bài 1. Cho tam giác ABC  vuông tại A , đường cao AH . Trong các đoạn thẳng AB , AC , BC , 
AH , HB , HC , hãy tính độ dài các đoạn thảng còn lại nếu biết: 
a) 6AB cm=  và 9AC cm=    
b) 15AB cm=  và 9HB cm=  
c) 44AC cm=  và 55BC cm=   

Bài 2. Cho tam giác ABC  vuông tại A , ( )AB AC<  có đường cao AH  và 12AH cm= ; 
25BC cm= . 

a) Tìm độ dài các đoạn thẳng BH , CH , AB  và AC . 
b) Vẽ trung tuyến AM . Tìm số đo của góc AMH . 
c) Tính diện tích tam giác AHM . 

Bài 3.  Cho tam giác ABC  có đường caoCH , 12BC cm= ,  60B =   và  40C =   . 
a) Tính độ dài các đoạn thẳng CH  và AC . 
b) Tính diện tích tam giác ABC . 

Bài 4.   Cho tam giác ABC  vuông tại A , đường cao AH , 3AB cm= , 4AC cm= . 
a) Tính độ dài các đoạn thẳng BC   và AH   
b) Tính số đo các góc B  và C . 
c) Đường phân giác trong góc A  cắt cạnh BC  tại E . Tính độ dài các đoạn thẳng BE  và 

CE . 
Bài 5.   Cho tam giác nhọn ABC  có đường cao AH . Từ H  kẻ HE  vuông góc với AB  ( E  

thuộc AB ) và kẻ HF  vuông góc với AC  ( F  thuộc AC ). 
a) Chứng minh . .AE AB AF AC= . 
b) Cho biết 4AB cm= , 3AH cm= . Tính độ dài các đoạn thẳng AE  và BE . 

c) Cho biết  30HAC =  . Tính độ dài đoạn thẳng FC . 
Bài 6. Tứ giác MNEF  vuông tại M , F , có EF  là đáy lớn, hai đường chéo ME  và NF  vuông 

góc với nhau tại O . 
a) Cho biết 9MN cm=  và 12MF cm= . Hãy: 

i. Giải tam giác MNF . 
ii. Tính độ dài các đoạn thẳng MO  và FO . 
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iii. Kẻ NH  vuông góc với EF  tại H . Tính diện tích tam giác FNE . Từ đó tính diện 
tích tam giác FOH . 

b) Chứng minh 2 .MF MN FE= . 
Bài 7. Cho tam giác DEF  biết 6DE cm= , 8DF cm= , 10EF cm= . 

a) Chứng minh tam giác DEF  là tam giác vuông. 
b) Vẽ đường cao DK . Hãy tính DK , FK . 
c) Giải tam giác vuông EDK . 
d) Vẽ phân giác trong DM  của tam giác DEF . Tính các độ dài các đoạn thẳng ME , 

MF . 
e) Tính sin F  trong các tam giác vuông DFK  và DEF . Từ đó suy ra . .ED DF DK EF= . 

Bài 8.   Cho tam giác ABC  vuông tại A ,  60B =   và 6BC cm= . 
a) Tính độ dài các cạnh AB , AC . 

b) Trên tia đối của tia BA  lấy điểm D  sao cho BD BC= . Chứng minh AB AC
BD CD

= . 

c) Đường thẳng song song với phân giác góc CBD  kẻ từ A  cắt CD  tại H . Chứng minh 

2 2 2

1 1 1
AH AC AD

= +  . 

Bài 9. Cho hình vuông ABCD  và điểm E  tùy ý trên cạnh BC . Tia Ax  vuông góc với AE  tại 
A  cắt CD  kéo dài tại F . Kẻ trung tuyến AI  của tam giác AEF  và kéo dài cắt cạnh CD  tại K . 

a) Chứng minh AE AF= . 
b) Chứng minh các tam giác AKF , CAF  đồng dạng và 2 .AF KF CF= . 

c) Cho 4AB cm= , 3
4

BE BC= . Tính diện tích tam giác AEF . 

d) AE  kéo dài cắt CD  tại J . Chứng minh 2 2

1 1
AE AJ

+  không phụ thuộc vào vị trí của 

điểm E . 
Bài 10. Không dùng máy tính, sắp xếp các tỉ số lượng giác sau theo thứ tự từ bé đến lớn: 

a) sin 24 , cos35 , sin 54  ,  co70 ,  sin 78 . 
b) cot 24 , tan16 , cot 57 67 ' , cot 30 , tan 80 . 

Bài 11. Không dùng máy tính, sắp xếp các tỉ số lượng giác sau theo thứ tự tăng dần: 
a) sin 40 , cos 28 , sin 65 , cos88 , cos 20 . 
b) tan 32 48' , cot 28 36 ' , tan 56 32 ' , cot 67 18' . 

Bài 12. Cho α  là góc nhọn. 

a) Tính sinα , cotα , tanα  biết 1cos
5

α =  . 

b) Tính cosα , tanα , cotα  biết 2sin
3

α =  

c) Cho tan 2α = . Tính  sinα , cosα , cotα . 
d) Cho cot 3α = . Tính sinα ,  cosα , tanα . 

Bài 13. Một cột cờ cao 7m  có bóng trên mặt đất dài 4m . Tính góc α  mà các tia sáng mặt trời 
tạo với mặt đất (làm tròn đến phút). 
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Bài 14. Một cột đèn có bóng trên mặt đất dài 6,5m , các tia sang mặt trời tạo với mặt đất một 
góc xấp xỉ 44 . Tính chiều cao của cột đèn. 

Bài 15. a) Tính giá trị của biểu thức 2 2 2 2cos 20 cos 40 cos 50 cos 70A = + + +     . 

b)  Rút gọn biểu thức 6 6 2 2sin cos 3sin cosB α α α α= + + − . 

Bài 16. Cho 0 90x< <  . Hãy chứng minh các đẳng thức sau: 

a)  4 4 2 2sin cos 1 2sin cosx x x x+ = − . 
b)  6 6 2 2sin cos 1 3sin cosx x x x+ = − . 
c) 4 4 2sin cos 1 2cosx x x− = − . 

Bài 17. Cho 0 90x< <  . Hãy chứng minh các đẳng thức sau: 

a) 1 cos sin
sin 1 cos

x x
x x

−
=

+
  

b) sin 1 cos 2
1 cos sin sin

x x
x x x

+
+ =

+
  

c) sin cos 1 2cos
1 cos sin cos 1
x x x

x x x
+ −

=
− − +
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CHỦ ĐỀ 4. ĐƯỜNG TRÒN 
 

VẤN ĐỀ 1. SỰ XÁC ĐỊNH ĐƯỜNG TRÒN 
TÍNH CHẤT ĐỐI XỨNG CỦA ĐƯỜNG TRÒN (PHẦN I) 

 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 
1. Đường tròn 
Tập hợp các điểm cách điểm O  cố định một khoảng bằng R  không đổi ( 0)R >  là đường tròn 
tâm O  có bán kính R . Kí hiệu: ( )O  hoặc ( ; )O R . 
2. Vị trí tương đối của điểm M và đường tròn ( ; )O R   

Vị trí tương đối Hệ thức 

M nằm trên đường tròn ( )O  OM R=  

M nằm trong đường tròn ( )O  OM R<  

M nằm ngoài đường tròn ( )O  OM R>  

3. Định lý (về sự xác định một đường tròn) 
- Qua ba điểm không thẳng hàng, ta vẽ được một và chỉ một đường tròn. 
- Đường tròn đi qua ba đỉnh của một tam giác gọi là đường tròn ngoại tiếp tam giác. Tâm 
đường tròn ngoại tiếp tam giác là giao điểm của ba đường trung trực của tam giác đó. 
4. Tính chất đối xứng của đường tròn 
Đường tròn là hình có tâm đối xứng và trục đối xứng. Tâm đối xứng là tâm đường tròn, trục 
đối xứng là bất kì đường kính nào. 
B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 
Dạng 1. Chứng minh các điểm cho trước cùng nằm trên môt đường tròn. 
Phương pháp giải: Ta có các cách sau: 
Cách 1. Chứng minh các điểm cho trước cùng cách đều một điểm nào đó. 
Cách 2. Dùng định lí: “Nếu một tam giác có một cạnh là đường kính của đường tròn ngoại tiếp 
thì tam giác đó là tam giác vuông”. 

• Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 
Bài 1. Chứng minh các đinh lý sau: 

a)  Tâm của đường tròn ngoại tiếp tam giác vuông là trung điểm của cạnh huyền của 
tam giác đó. 

b)  Nếu một tam giác có một cạnh là đường kính của đường tròn ngoại tiếp thì tam 
giác đó là tam giác vuông. 
Bài 2. Cho tam giác ABC  có các đường cao BD , CE . Chứng minh bốn điểm B , E , D ,C  

cùng nằm trên một đường tròn. Chỉ rõ tâm và bán kính của đường tròn đó. 
Bài 3. Cho tam giác ABC  có đường cao AD  và trực tâm H . Gọi I , K  lần lượt là trung điểm 

của BC , AC . Chứng minh: 
a) Bốn điểm E , F , I , K  cùng thuộc một đường tròn. 
b) Điểm D  cũng thuộc đường tròn đi qua bốn điểm E , F , I , K . 
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• Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 
 Bài 4. Cho tứ giác ABCD  có   90C D+ =  . Gọi M , N , P ,Q  lần lượt là trung điểm của AB , BD

, DC ,CA . Chứng minh bốn điểm M , N , P ,Q  cùng nằm trên một đường tròn. 
Bài 5. Cho bốn điểm A , B ,C , D  cùng thuộc đường tròn ( )O  và điểm M  là điểm nằm trong 

( )O . Chứng minh các trung điểm của các đoạn thẳng MA , MB , MC , MD  cùng nằm trên 
một đường tròn. 

Bài 6. Cho hình thoi ABCD . Đường trung trực của cạnh AB  cắt BD  tại E  và cắt AC  tại F . 
Chứng minh E , F  lần lượt là tâm của đường tròn ngoại tiếp các tam giác ABC  và ABD  . 
C. CÁC BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 7. Cho tam giác ABC  cân tại A , đường cao 2AH cm= , 8BC cm= . Đường vuông góc với 
AC  tại C  cắt đường thẳng AH  ở D . 
a) Chứng minh các điểm B ,C  cùng thuộc đường tròn đường kính AD .  
b)  Tính độ dài đoạn thẳng AD . 

Bài 8. Cho tam giác nhọn ABC . Vẽ đường tròn ( )O  có đường kính BC , cắt các cạnh AB , AC   
theo thứ tự D , E . 
a) Chứng minh CD AB⊥  và BE AC⊥ . 
b) Gọi K  là giao điểm của BE  và CD . Chứng minh AK BC⊥ . 

Bài 9. Cho đường tròn ( )O  đường kính AB . Điểm C  di động trên đường tròn, H  là hính 
chiếu của C  trên AB . Trên OC  lấy điểm M  sao cho OM OH= . 
a) Hỏi điểm M  chạy trên đường nào?   
b) Kéo dài BC  một đoạn CD CB= . Hỏi điểm D  chạy trên đường nào?   

Bài 10. Cho hình thoi ABCD  có cạnh AB  cố định. Gọi O  là trung điểm của AB , P  là giao 
điểm của CO  và BD . Chứng minh P  chạy trên một đường tròn khi C , D  thay đổi. 
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VẤN ĐỀ 2. SỰ XÁC ĐỊNH ĐƯỜNG TRÒN TÍNH CHẤT ĐỐI XỨNG CỦA 
ĐƯỜNG TRÒN (PHẦN II) 

 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 
1. Đường tròn 
Tập hợp các điểm cách điểm O  cố định một khoảng bằng R  không đổi ( 0)R >  là đường 
tròn tâm O  có bán kính R . Kí hiệu: ( )O  hoặc ( ; )O R . 
2. Vị trí tương đối của điểm M và đường tròn ( ; )O R   

Vị trí tương đối Hệ thức 

M nằm trên đường tròn ( )O  OM R=  

M nằm trong đường tròn ( )O  OM R<  

M nằm ngoài đường tròn ( )O  OM R>  

3. Định lý (về sự xác định một đường tròn) 
- Qua ba điểm không thẳng hàng, ta vẽ được một và chỉ một đường tròn. 
- Đường tròn đi qua ba đỉnh của một tam giác gọi là đường tròn ngoại tiếp tam giác. Tâm 
đường tròn ngoại tiếp tam giác là giao điểm của ba đường trung trực của tam giác đó. 
4. Tính chất đối xứng của đường tròn 
Đường tròn là hình có tâm đối xứng và trục đối xứng. Tâm đối xứng là tâm đường tròn, 
trục đối xứng là bất kì đường kính nào. 
B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 
Dạng 2. Xác định vị trí tương đối của một điểm với một đường tròn. 
Phương pháp giải: Muốn xác định vị trí tương đối của điểm M  đối với đường tròn 
( ; )O R  ta so sánh khoảng cách OM  với bán kính R  theo bảng sau: 

Vị trí tương đối Hệ thức 

M nằm trên đường tròn ( )O  OM R=  

M nằm trong đường tròn ( )O  OM R<  

M nằm ngoài đường tròn ( )O  OM R>  

• Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 
Bài 1. Trên mặt phẳng tọa độ Oxy , hãy xác định vị trí tương đối của các điểm ( 1; 1)A − − , 

( 1; 2)B − − , ( 2; 2)C  đối với đường tròn tâm O  bán kính 2. 
• Học sinh tự luyện bài tập sau tại lớp: 

Bài 2. Cho tam giác đều ABC  cạnh bằng a , các đường cao là BM ,CN . Gọi O  là trung điểm 
cạnh BC . 
a) Chứng minh bốn điểm B ,C , M , N  cùng thuộc đường tròn tâm O . 
b) Gọi G  là giao điểm của BM , CN . Chứng minh điểm G  nằm trong còn điểm A nằm 

ngoài đối với đường tròn đường kính BC . 
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Dạng 3. Tính bán kính của đường tròn ngoại tiếp tam giác và số đo các góc liên 
quan. 

Phương pháp giải: 

- Sử dụng tính chất đường trung tuyến trong tam giác vuông. 
- Dùng định lý Pitago. 
- Dùng hệ thức lượng về cạnh và góc trong tam giác vuông… 
• Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 3. Cho tam giác ABC  vuông ở A  có 5AB cm= , 12AC cm= . Tính bán kính đường tròn 
ngoại tiếp tam giác  ABC . 

Bài 4. Cho hình chữ nhật ABCD  có 12AB cm= , 5BC cm= . Chứng minh bốn điểm A , B ,C , D  
cùng nằm trên một đường tròn. Tính bán kính đường tròn đó. 

• Học sinh tự luyện bài tập sau tại lớp: 
Bài 5. Cho tam giác đều ABC  cạnh bằng 2cm . Tính bán kính của đường tròn ngoại tiếp tam 

giác ABC . 
Bài 6. Cho góc  45xAy =   và điểm B  nằm trên tia Ax sao cho 3AB cm= . 

a) Dựng đường tròn ( )O  đi qua A  và B  sao cho tâm O  nằm trên tia Ay . 
b) Tính bán kính đường tròn ( )O . 
C. BÀI TẬP VỀ NHÀ. 

Bài 7. Cho đường tròn ( )O , đường kính 2AD R= . Vẽ cung tâm D  bán kính R , cung này cắt 
đường tròn ( )O ở B  và C . 
a) Tứ giác ABCD  là hình gì?  Vì sao?   
b) Tính số đo các góc CBD ,CBO ,OBA . 
c) Chứng minh tam giác ABC  là tam giác đều. 

Bài 8. Cho hình vuông ABCD . Gọi M , N  lần lượt là trung điểm của AB , BC . Gọi E  là giao 
điểm CM  và DN . 
a) Tính số đo góc CEN . 
b) Chứng minh A , D , E , M  cùng thuộc một đường tròn. 
c) Xác định tâm của đường tròn đi qua ba điểm B , D , E . 
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VẤN ĐỀ 3. ĐƯỜNG KÍNH VÀ DÂY CỦA ĐƯỜNG TRÒN  
(PHẦN I) 

 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 
1. So sánh độ dài của đường kính và dây: Trong các dây của đường tròn, dây lớn nhất 
là đường kính. 
2. Quan hệ vuông góc giữa đường kính và dây 
- Trong một đường tròn, đường kính vuông góc với một dây thì đi qua trung điểm của 
dây ấy. 
- Trong một đường tròn, đường kính đi qua trung điểm của một dây không đi qua tâm thì 
vuông góc với dây ấy. 
3. Liên hệ giữa dây và khoảng cách từ tâm đến dây 
- Trong một đường tròn: 

+ Hai dây bằng nhau thì cách đều tâm. 
+ Hai dây cách đều tâm thì bằng nhau. 

- Trong hai dây của một đường tròn: 
+ Dây nào lớn hơn thì dây đó gần tâm hơn. 
+ Dây nào gần tâm hơn thì dây đó lớn hơn. 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 
Dạng 1. Tính độ dài đoạn thẳng 
Phương pháp giải: Sử dụng các kiến thức sau đây: 
1. Trong một đường tròn, đường kính vuông góc với một dây thì đi qua trung điểm của 

dây ấy. 
2. Trong một đường tròn, đường kính đi qua trung điểm của một dây không đi qua tâm 

thì vuông góc với dây ấy. 
3. Dùng định lý Pitago, hệ thức lượng trong tam giác vuông. 
• Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 1. Cho đường tròn tâm O , hai dây AB  và CD  vuông góc với nhau ở M . Biết 12AB cm= ,
14CD cm= , 4MC cm= . Hãy tính: 

a) Khoảng cách từ tâm O  đến mỗi dây AB  và CD . 
b) Bán kính của đường tròn ( )O . 

Bài 2. Cho đường tròn ( ; )O R  có hai dây AB ,CD  bằng nhau và vuông góc với nhau tại I . Giả 
sử 2IA cm= , 4IB cm= . Tính khoảng cách từ tâm O  đến mỗi dây. 
• Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 3. Cho đường tròn tâm O  bán kính 3cm  và hai dây AB  và AC . Biết 5AB cm= , 2AC cm= . 
Tính khoảng cách từ O  đến mỗi dây. 

Bài 4. Cho đường tròn tâm O  và dây CD . Từ O  kẻ tia vuông góc với CD  tại M , cắt ( )O  tại 
H . Tính bán kính R  của ( )O biết 16CD cm=  và 4MH cm= . 

Bài 5. Cho đường tròn tâm O , đường kính AB ; dây CD  cắt AB  tại M . Biết 4MC cm= , 

12MD cm=  và  30BMD =  . Hãy tính: 
a) Khoảng cách từ O  đến CD . 
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b) Bán kính đường tròn ( )O . 
C. BÀI TẬP VỀ NHÀ. 

Bài 6. Cho đường tròn ( ;5 )O cm . Dây AB  và CD  song song, có độ dài lần lượt là 8cm  và 6cm
. Tính khoảng cách giữa hai dây. 

Bài 7. Cho đường tròn ( )O  bán kính 11OA cm= . Điểm M  thuộc bán kính AO  và cách O một 
khoảng là 7cm . Qua M  kẻ dây CD  có độ dài 18cm . Tính độ dài các đoạn thẳng MC ,
MD . 

Bài 8.  Cho đường tròn ( )O  đường kính 13AB cm= , dây CD  có độ dài là 12cm  vuông góc với 
AB  tại H . 
a) Tính HA , HB . 
b) Gọi M , N  theo thứ tự là hình chiếu của H  trên AC , BC . Tính diện tích tứ giác 

CMHN . 
Bài 9. Cho đường tròn ( )O , dây 24AB cm= , dây 20AC cm= ,  90BAC <   và O  nằm trong góc 

BAC . Gọi M là trung điểm của AC . Khoảng cách từ M đến AB  bằng 8cm . 
a) Chứng minh tam giác ABC  cân. 
b) Tính bán kính của đường tròn. 

 
  



ÔN LUYỆN TOÁN 9 THEO CHỦ ĐỀ, TẬP I 
 

88 
 

VẤN ĐỀ 4. ĐƯỜNG KÍNH VÀ DÂY CỦA ĐƯỜNG TRÒN  
(PHẦN II) 

 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 
1. So sánh độ dài của đường kính và dây: Trong các dây của đường tròn, dây lớn nhất 
là đường kính. 
2. Quan hệ vuông góc giữa đường kính và dây 
- Trong một đường tròn, đường kính vuông góc với một dây thì đi qua trung điểm của 
dây ấy. 
- Trong một đường tròn, đường kính đi qua trung điểm của một dây không đi qua tâm thì 
vuông góc với dây ấy. 
3. Liên hệ giữa dây và khoảng cách từ tâm đến dây 
- Trong một đường tròn: 

+ Hai dây bằng nhau thì cách đều tâm. 
+ Hai dây cách đều tâm thì bằng nhau. 

- Trong hai dây của một đường tròn: 
+ Dây nào lớn hơn thì dây đó gần tâm hơn. 
+ Dây nào gần tâm hơn thì dây đó lớn hơn. 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 
Dạng 2. Chứng minh hai đoạn thẳng bằng nhau 
Phương pháp giải: Sử dụng các kiến thức sau: 
- Trong một đường tròn: 

+ Hai dây bằng nhau thì cách đều tâm. 
+ Hai dây cách đều tâm thì bằng nhau. 

- Trong hai dây của một đường tròn: 
+ Dây nào lớn hơn thì dây đó gần tâm hơn. 
+ Dây nào gần tâm hơn thì dây đó lớn hơn. 

- Dùng phương pháp chứng minh hai tam giác bằng nhau 
- Dùng quan hệ giữa cạnh và góc trong tam giác, quan hệ cạnh huyền và cạnh góc 

vuông… 
• Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 1. Cho nửa đường tròn ( )O , đường kính AB và một dây cung CD . Kẻ AE và BF vuông 
góc với CD  lần lượt tại E và F . Chứng minh CE DF= . 

Bài 2. Cho đường tròn ( )O , đường kính AB . Kẻ hai dây AC và BD  song song. Chứng minh 
AC BD= . 
• Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 3. Cho đường tròn ( )O , dây cung AB  và CD . Giao điểm K  của các đường thẳng AB  và 
CD  nằm ngoài đường tròn. Vẽ đường tròn ( ; )O OK , đường tròn này cắt KA , KC  lần lượt 
tại M và N . Chứng minh KM KN< . 

Bài 4. Cho tam giác ABC  nhọn và các đường cao BD ,CE . Chứng minh: 
a) B , D ,C , E  cùng thuộc một đường tròn. 
b) BC DE>   
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C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 
Bài 5. Cho tam giác ABC , trực tâm H , nội tiếp đường tròn ( )O  đường kính AD . 

a) Chứng minh BHCD  là hình bình hành. 
b) Kẻ đường kính OI  vuông góc với BC  tại I . Chứng minh ba điểm I , H , D  thẳng 

hang. 
c) Chứng minh 2AH OI= . 

Bài 6.  Cho đường tròn ( )O có AB  là đường kính. Vẽ hai dây AD  và BC  song song với nhau. 
Chứng minh: 
a) AD BC=   
b) CD  là đường kính của ( )O . 

Bài 7. Cho nửa đường tròn tâm O  đường kính AB  và dây CD . Gọi H , K  theo thứ tự là chân 
các đường vuông góc kẻ từ A  và B  đến CD . Chứng minh CH DK= . 

Bài 8. Cho tam giác ABC  ( ( )AB AC<  có hai đường cao BD  và CE  cắt nhau tai trực tâm H . 
a) Chứng minh bốn điểm B , D ,C , E  cùng nằm trên một đường tròn. Xác định tâm I  

của đường tròn này. 
b) Chứng minh . .AB AE AC AD= . 
c) Gọi K  là điểm đối xứng với H  qua I . Chứng minh tứ giác BHCK  là hình bình hành. 
d) Xác định tâm O  của đường tròn đi qua các điểm A , B , K ,C . 
e) Chứng minh OI  và AH  song song. 

Bài 9. Cho tam giác ABC  nhọn, nội tiếp đường tròn ( )O . Điểm M thuộc cung BC  không 
chứa A . Gọi D , E  lần lượt đối xứng với M qua AB , AC . Tìm vị trí của M để độ dài 
đoạn thẳng DE  lớn nhất. 

Bài 10. Cho điểm A  nằm trên đường tròn ( )O  có CB  là đường kính, AB AC< . Vẽ dây AD  
vuông góc với BC  tại H . Chứng minh: 
a) Tam giác ABC  vuông tại A . 
b) H  là trung điểm của AD , AC CD=  và BC  là tia phân giác của góc ABD . 
c)  ABC ADC= . 
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VẤN ĐỀ 5. VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI CỦA ĐƯỜNG THẲNG  
VÀ ĐƯỜNG TRÒN 

 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 
1. Vị trí tương đối của đường thẳng và đường tròn 
Cho đường tròn ( ; )O R  và một đường thẳng bất kì. Gọi d  là khoảng cách từ tâm O  của 
đường tròn đến đường thẳng đó. Ta có bảng vị trí tương đối của đường thẳng và đường 
tròn: 

Vị trí tương đối của đường thẳng và đường tròn Số điểm chung 
Hệ thức giữa d  

và R  

Đường thẳng và đường tròn cắt nhau 2 d R<  

Đường thẳng và đường tròn tiếp xúc nhau 1 d R=  

Đường thẳng và đường tròn không giao nhau 0 d R>  

2. Định lý 
Nếu một đường thẳng là tiếp tuyến của một đường tròn thì nó vuông góc với bán kính đi 
qua tiếp điểm. 
B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 
Dạng 1. Cho biết d , R  xác định vị trí tương đối của đường thẳng và đường tròn 
hoặc ngược lại 
Phương pháp giải: So sánh d  và R  dựa vào bảng vị trí tương đối của đường thẳng và 
đường tròn đã nêu trong phần Tóm tắt lý thuyết. 
• Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 1. Điền vào các chỗ trống (…) trong bảng sau ( R là bán kính của đường tròn, d  là khoảng 
cách từ tâm đến đường thẳng): 

R  d  Vị trí tương đối của đường thẳng và đường tròn 

5cm  3cm  …………………. 

6cm  …………… Tiếp xúc nhau 

4cm  7cm   

 Bài 2. Trên mặt phẳng tọa độ Oxy , cho điểm (3;4)A . Hãy xác định vị trí tương đối của đường 
tròn (3;4)A  và các trục tọa độ. 

Bài 3. Cho a , b  là hai đường thẳng song song và cách nhau một khoảng 2cm . Lấy O  trên a  
và vẽ đường tròn ( ;2 )O cm . Chứng minh đường tròn này tiếp xúc với đường thẳng b. 
• Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 4. Trên mặt phẳng tọa độ Oxy , cho điểm (2;4)B . Hãy xác định vị trí tương đối của đường 
tròn ( ;2)B  và các trục tọa độ. 
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Bài 5.  Cho a , b  là hai đường thẳng song song và cách nhau một khoảng 3cm . Lấy điểm O  
trên a  và vẽ đường tròn ( ;3 )O cm . Chứng minh đường tròn này tiếp xúc với đường thẳng 
b. 
Dạng 2. Xác định vị trí tâm đường tròn có bán kính cho trước và tiếp xúc với một 
đường thẳng cho trước 
Phương pháp giải: Xác định xem tâm đường tròn cách đường thẳng cho trước một 
khoảng là bao nhiêu rồi sử dụng tính chất điểm cách đều một đường thẳng cho trước một 
khoảng cho trước. 
• Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 6. Cho đường thẳng xy . Tâm của các đường tròn có bán kính bằng 1cm  và tiếp xúc với 
đường thẳng xy  nằm trên đường nào?   
• Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 7. Cho hai đường thẳng a  và b  song song với nhau, cách nhau một khoảng là h . Một 
đường tròn ( )O  tiếp xúc với a  và b . Hỏi tâm O  di động trên đường nào? 
Dạng 3. Bài liên quan đến tính độ dài 
Phương pháp giải: Nối tâm với tiếp điểm để vận dụng định lý về tính chất của tiếp tuyến 
và định lý Pitago. 
• Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 8. Cho đường tròn tâm O  bán kính 6cm  và một điểm A  cách O  là 10cm . Kẻ tiếp tuyến 
AB  với đường tròn ( B  là tiếp điểm). tính độ dài AB . 

Bài 9. Cho đường tròn ( ; )O R  và dây 1,6AB R= . Vẽ một tiếp tuyến song song với AB , cắt các 
tia OA ,OB  lần lượt tại M và N . Tính diện tích tam giác OMN          

• Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 
Bài 10. Cho đường tròn ( ;2 )O cm  và một điểm A  chạy trên đường tròn đó. Từ A  vẽ tiếp tuyến 

xy . Trên xy  lấy một điểm M  sao cho 2 3AM cm= . Hỏi điểm M  di động trên đường 
nào? 

Bài 11.  Cho đường tròn ( ;2 )O cm . Cát tuyến qua A  ở ngoài ( )O  cắt ( )O  tại B  và C . Cho biết 
AB BC=  và kẻ đường kính COD . Tính độ dài đoạn thẳng AD . 
C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 12. Cho đường thẳng xy  đi qua điểm A  nằm trong đường tròn ( ; )O R . Chứng minh đường 
thẳng xy  và đường tròn ( ; )O R  cắt nhau. 

Bài 13. Cho đường tròn ( ;5 )O cm  và điểm A  sao cho 5OA cm= . Đường thẳng xy  đi qua điểm 
A . Chứng minh đường thẳng xy  và đường tròn ( ;5 )O cm  cắt nhau. 

Bài 14. Trên cùng mặt phẳng Oxy  cho điểm (3;4)C . Hãy xác định vị trí tương đối của đường 
tròn ( ;2)C  và các trục tọa độ. 

Bài 15. Cho đường thẳng a , tâm I  của các đường tròn có bán kính 5cm  và tiếp xúc với 
đường thẳng a  nằm trên đường nào? 

Bài 16. Điểm A  cách đường thẳng xy  là 12cm . 
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a) Chứng minh ( ;13 )A cm  cắt đường thẳng xy  tại hai điểm phân biệt. 
b) Gọi hai giao điểm của ( ;13 )A cm  với xy  là B ,C . Tính BC . 

Bài 17. Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính AB . Lấy C  là điểm thuộc ( )O , tiếp tuyến qua C  
là d . Kẻ AE , BF  vuông góc với d , CH  vuông góc với AB . Chứng minh CE CF=  và 

2 .CH AE BF= . 
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VẤN ĐỀ 6. DẤU HIỆU NHẬN BIẾT TIẾP TUYẾN CỦA ĐƯỜNG TRÒN  
(PHẦN I) 

 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 
Dấu hiệu 1. Nếu một đường thẳng đi qua một điểm của đường tròn và vuông góc với bán 
kính đi qua điểm đó thì đường thẳng ấy là một tiếp tuyến của đường tròn. 
Dấu hiệu 2. Theo định nghĩa tiếp tuyến. 
B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 
Dạng 1. Chứng minh một đường thẳng là tiếp tuyến của đường tròn 
Phương pháp giải: Để chứng minh đường thẳng a  là tiếp tuyến của ( ; )O R  tiếp điểm là 
C  ta có thể làm theo các cách sau: 
Cách 1: OC a⊥  tại C  và ( )C O∈ . 
Cách 2: Vẽ OH a⊥ . Chứng minh OH OC R= = . 
Cách 3: Vẽ tiếp tuyến 'a  của ( )O . Ta chứng minh 'a a≡ . 
• Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 1. Cho tam giác ABC  có 6AB cm= , 8AC cm= , 10BC cm= . Vẽ đường tròn ( ; )B BA . 
Chứng minh AC  là tiếp tuyến của đường tròn. 

Bài 2. Cho tam giác ABC  cân tại A , đường cao AH  và BK  cắt nhau tại I . Chứng minh: 
a) Đường tròn đường kính AI  đi qua K . 
b) HK  là tiếp tuyến của đường tròn đường kính AI . 
• Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 3. Cho tam giác ABC  có hai đường cao BD , CE  cắt nhau tại H . 
a) Chứng minh bốn điểm A , D , H , E  cùng nằm trên đường tròn ( )O . 
b) Gọi M  là trung điểm của BC . Chứng minh ME  là tiếp tuyến của ( )O . 

Bài 4. Cho đường thẳng d , điểm A  nằm trên đường thẳng d , điểm B  nằm ngoài  đường 
thẳng d . Hãy dựng đường tròn ( )O  đi qua điểm B  và tiếp xúc với đường thẳng d  tại A .   
C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 5. Cho tam giác ABC  cân tại A , nội tiếp đường tròn tâm O . Vẽ hình bình hành ABCD . 
Tiếp tuyến tại C  của đường tròn cắt đường thẳng AD  tại N . Chứng minh: 
a) Đường thẳng AD  là tiếp tuyến của ( )O   
b) Ba đường thẳng AC , BD ,ON  đồng quy. 

Bài 6. Từ một điểm A  ở bên ngoài đường tròn ( ; )O R , vẽ hai tiếp tuyến AB , AC  với ( )O . 
Đường thẳng vuông góc với OB  tại O  cắt tia AC  tại N . Đường thẳng vuông góc với 
OC  tại O  cắt tia AB  tại M . 
a) Chứng minh tứ giác AMON  là hình thoi. 
b) Điểm A  phải cách O  một khoảng là bao nhiêu để MN  là tiếp tuyến của ( )O . 

Bài 7. Cho ( )O  và d  không cắt ( )O . Dựng tiếp tuyến của ( )O sao cho tiếp tuyến đó song song 
với d . 

Bài 8. Cho nửa đường tròn tâm O  đường kính AB . Lấy M  trên ( )O  và tiếp tuyến tại M  cắt 
tiếp tuyến tại A  và B  của  ( )O  ở C  và D ; AM  cắt OC  tại E , BM  cắt OD  tại F . 
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a) Chứng minh  90COD =  . 
b) Tứ giác MEOF  là hình gì? 
c) Chứng minh AB  là tiếp tuyến của đường tròn đường kính CD . 

Bài 9. Cho tam giác ABC  vuông tại A , AH  là đường cao. Gọi BD ,CE  là các tiếp tuyến của 
đường tròn ( ; )A AH  với D , E  là các tiếp điểm. chứng minh: 
a) Ba điểm D , A , E  thẳng hàng. 
b) DE  tiếp xúc với đường tròn đường kính BC . 

Bài 10. Cho điểm M  nằm trên nửa đường tròn tâm O  đường kính AB . Vẽ tiếp tuyến xy . Kẻ 
AD , BC  cùng vuông góc với xy  (các điểm D ,C  nằm trên xy ). Xác định vị trí của điểm 
M  trên nửa đường tròn ( )O  sao cho diện tích tứ giác ABCD  đạt giá trị lớn nhất. 
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VẤN ĐỀ 7. DẤU HIỆU NHẬN BIẾT TIẾP TUYẾN CỦA ĐƯỜNG TRÒN  
(PHẦN II) 

 

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

Nhắc lại lý thuyết: 
Dấu hiệu 1. Nếu một đường thẳng đi qua một điểm của đường tròn và vuông góc với bán 
kính đi qua điểm đó thì đường thẳng ấy là một tiếp tuyến của đường tròn. 
Dấu hiệu 2. Theo định nghĩa tiếp tuyến. 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 2. Tính độ dài 
Phương pháp giải: Nối tâm với tiếp điểm để vận dụng định lý về tính chất của tiếp tuyến 
và hệ thức lượng trong tam giác vuông. 
• Giáo viên hướng dẫn học sinh giải bài tập sau: 

Bài 1. Cho đường tròn ( )O  có dây AB  khác đường kính. Qua O  kẻ đường vuông góc với AB , 
cắt tiếp tuyến tại A  của ( )O  ở điểm C . 
a) Chứng minh CB  là tiếp tuyến của đường tròn. 
b) Cho bán kính của ( )O  bằng 15cm  và dây 24AB cm= . Tính độ dài đoạn thẳng OC . 

Bài 2. Cho đường tròn tâm O  có bán kính OA R= , dây BC  vuông góc với OA  tại trung điểm 
M  của OA . 
a) Tứ giác OCAB  là hình gì? Vì sao? 
b) Kẻ tiếp tuyến với đường tròn tại B , cắt đường thẳng OA  tại E . Tính độ dài BE  theo 

R . 
• Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp: 

Bài 3. Cho đường tròn ( ; )O R  đường kính AB . Vẽ dây AC  sao cho  30CAB =  . Trên tia đối 
của tia BA  lấy điểm M  sao cho BM R= . Chứng minh: 
a) MC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O . 
b) 2 23MC R= . 

Bài 4. Cho tam giác ABC  vuông ở A , AH  là đường cao, 8AB cm= , 15AC cm= . Gọi D  là 
điểm đối xứng với B  qua H . Vẽ đường tròn đường kính CD  cắt AC  ở E . 
a) Chứng minh HE  là tiếp tuyến của đường tròn. 
b) Tính độ dài HE . 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 5. Cho đường tròn ( ;6 )O cm  và điểm A  trên đường tròn. Qua A  kẻ tiếp tuyến Ax  sao cho 
8AB cm= . 

a) Tính độ dài đoạn thẳng OB . 
b) Qua A  kẻ đường thẳng vuông góc với OB , cắt đường tròn ( )O  tại C . Chứng minh 

BC  là tiếp tuyến của ( )O . 
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Bài 6. Cho đường tròn ( ;5 )O cm , đường kính AB , tiếp tuyến Bx  với đường tròn. Gọi C  là một 

điểm trên đường tròn sao cho  30CAB =  , tia AC  cắt tia Bx  tại E . 
a) Chứng minh 2 .BC AC CE= . 
b) Tính độ dài đoạn BE . 

Bài 7. Cho đường tròn ( ; )O R  và dây 2AB a= . Vẽ một tiếp tuyến song song với AB , nó cắt 
OA  và OB  theo thứ tự tại M  và N . Tính diện tích tam giác MON        
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VẤN ĐỀ 8. TÍNH CHẤT HAI TIẾP TUYẾN CẮT NHAU (PHẦN I) 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

1. Tính chất của hai tiếp tuyến cắt nhau 

Nếu hai tiếp tuyến của một đường tròn cắt nhau tại một điểm thì: 

• Điểm đó cách đều hai tiếp điểm. 
• Tia kẻ từ điểm đó đi qua tâm là tia phân giác của góc tạo bởi hai tiếp tuyến. 
• Tia kẻ từ tâm đi qua điểm đó là tia phân giác của góc tạo bởi hai bán kính đi qua các 

tiếp điểm 
2. Đường tròn nội tiếp tam giác 
• Đường tròn tiếp xúc với ba cạnh của một tam giác gọi là đường tròn nội tiếp tam giác, 

còn tam giác gọi là ngoại tiếp đường tròn. 
• Tâm của đường tròn nội tiếp tam giác là giao điểm của các đường phân giác các góc 

trong tam giác. 
3. Đường tròn bàng tiếp tam giác 
• Đường tròn tiếp xúc với một cạnh của một tam giác và tiếp xúc với phần kéo dài của 

hai cạnh còn lại goi là đường tròn bàng tiếp tam giác. 
• Với một tam giác có ba đường tròn bàng tiếp. 
• Tâm của đường tròn bàng tiếp tam giác góc A là giao điểm của hai đường phân giác 

các góc ngoài tại B và C, hoặc là giao điểm của phân giác góc A và đường phân giác 
ngoài tại B (hoặc C). 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG TOÁN 
Dạng 1. Chứng minh hai đoạn thẳng bằng nhau, hai đường thẳng song song, hai 
đường thẳng vuông góc 
Phương pháp giải: Dùng tính chất của hai tiếp tuyến cắt nhau. 
* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 1. Hai tiếp tuyến tại B  và C  của đường tròn ( )O  cắt nhau tại A . 

a) Chứng minh AO BC⊥   
b) Chứng minh AO  là đường trung trực của BC   
c) Vẽ đường kính CD  của ( )O . Chứng minh BD  và OA  song song. 

Bài 2. Cho nửa đường tròn tâm O , đường kính AB . Vẽ các tiếp tuyến ,Ax By  với nửa đường 
tròn cùng phía đối với AB . Từ M  trên nửa đường tròn ( M  khác ,A B ) vẽ tiếp tuyến với 
nửa đường tròn, cắt Ax  và By  lần lượt tại C  và D . 
a) Chứng minh COD  là tam giác vuông 
b) Chứng minh 2.MC MD OM=   
c) Cho biết 2OC BA R= = . Tính AC  và BD  theo R   
* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp 

Bài 3. Từ điểm A  ở ngoài đường tròn ( );O R  kẻ hai tiếp tuyến ,AB AC  (với B  và C  là các tiếp 

điểm). Kẻ BE AC⊥  và CF AB⊥  ( );E AC F AB∈ ∈ , BE  và CF  cắt nhau tại H . 

a) Chứng minh tứ giác BOCH  là hình thoi 
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b) Chứng minh ba điểm , ,A H O  thẳng hàng 
c) Xác định vị trí điểm A  để H  nằm trên đường tròn ( )O . 

Bài 4. Hai tiếp tuyến tại A  và B  của đường tròn ( )O  cắt nhau tại M . Đường thẳng vuông góc 

với OA  cắt MB  tại C . Chứng minh CM CO= . 
C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 5. Hai tiếp tuyến tại A  và B  của đường tròn ( )O  cắt nhau tại I . Đường thẳng qua I  và 

vuông góc với IA  cắt OB  tại K . Chứng minh: 
a) // IK OA   
b) Tam giác IOK  cân. 

Bài 6. Từ một điểm A  nằm ngoài đường tròn ( )O , kẻ các tiếp tuyến ,AB AC  với đường tròn (

,B C  là các tiếp điểm). Qua M  thuộc cung nhỏ BC , kẻ tiếp tuyến với đường tròn ( )O , 

nó cắt các tiếp tuyến AB  và AC  theo thứ tự ở D  và E . Chứng minh chu vi tam giác 
ADE  bằng 2AB . 
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VẤN ĐỀ 9. TÍNH CHẤT HAI TIẾP TUYẾN CẮT NHAU (PHẦN I) 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

1. Tính chất của hai tiếp tuyến cắt nhau 

Nếu hai tiếp tuyến của một đường tròn cắt nhau tại một điểm thì: 

• Điểm đó cách đều hai tiếp điểm. 
• Tia kẻ từ điểm đó đi qua tâm là tia phân giác của góc tạo bởi hai tiếp tuyến. 
• Tia kẻ từ tâm đi qua điểm đó là tia phân giác của góc tạo bởi hai bán kính đi qua các 

tiếp điểm 
3. Đường tròn nội tiếp tam giác 
• Đường tròn tiếp xúc với ba cạnh của một tam giác gọi là đường tròn nội tiếp tam giác, 

còn tam giác gọi là ngoại tiếp đường tròn. 
• Tâm của đường tròn nội tiếp tam giác là giao điểm của các đường phân giác các góc 

trong tam giác. 
3. Đường tròn bàng tiếp tam giác 
• Đường tròn tiếp xúc với một cạnh của một tam giác và tiếp xúc với phần kéo dài của 

hai cạnh còn lại goi là đường tròn bàng tiếp tam giác. 
• Với một tam giác có ba đường tròn bàng tiếp. 
• Tâm của đường tròn bàng tiếp tam giác của góc A là giao điểm của hai đường phân 

giác các góc ngoai tại B và C, hoặc là giao điểm của phân giác góc A và đường phân 
giác ngoài tại B (hoặc C). 

B. BÀI TẬP VÀ CÁC DẠNG BÀI TOÁN 

Dạng 2. Chứng minh tiếp tuyến, tính độ dài, tính số đo góc 

Phương pháp giải: Sử dụng các kiến thức sau: 

1. Dùng tính chất của hai tiếp tuyến cắt nhau. 
2. Dùng khái niệm đường tròn nội tiếp, bàng tiếp.  
3. Dùng hệ thức lượng về cạnh và góc trong tam giác vuông.  

*  Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau:  

Bài 1. Cho đường tròn ( )O . Từ một điểm M  ở ngoài ( )O , vẽ hai tiếp tuyến MA và MB sao 
cho góc 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴� = 600. Biết chu vi tam giác MAB  là 18 cm, tính độ dài dây AB . 

Bài 2. Cho đường tròn ( );  O R  và một điểm A  ở ngoài đường tròn. Vẽ các tiêp tuyến ,  AB AC . 

Chứng minh 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵� = 600 khi và chỉ khi 2OA R= .  

Bài 3. Cho tam giác ABC  vuông tại A  có   9 ,    12 AB cm AC cm= = . Gọi I  là tâm đường tròn 
nội tiếp tam giác ABC , G  là trọng tâm của tam giác ABC . Tính độ dài IG .  

* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp:  

Bài 4. Cho đường tròn ( )O . Từ một điểm M  ở ngoài đường tròn ( )O , vẽ hai tiếp tuyến ME  
và MF  sao cho 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸� = 300. Biế chu vi tam giác MEF  là 30 cm, tính độ dài dây EF . 
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Bài 5. Cho đường tròn ( );  O R và một điểm I  ở ngoài đường tròn. Vẽ các tiếp tuyến ,IB IC . 

Chứng minh rằng 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵� = 300 khi và chỉ khi   2OI R= . 

Bài 6. Cho tam giá EBC  vuông tại E  có   3 ;    4EB cm EC cm= = . Gọi I là tâm đường tròn nội 
tiếp tam giác EBC , G  là trọng tâm của tam giác EBC . Tính độ dài IG .  

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 7. Cho đường tròn ( )O  và điểm A  nằm bên ngoài ( )O . Kẻ các tiếp tuyến AB, AC với 
đường tròn (B, C là các tiếp điểm). 

a) Chứng minh rằng OA vuông góc với BC; 
b) Vẽ đường kính CD . Chứng minh BD  và AO  song song.  
c) Tính độ dài các cạnh của tam giác ABC  biết    2 ;    4 .OB cm OA cm= =  

Bài 8. Cho tam giác ABC cân tại A . I  là tâm đường tròn nội tiếp, K  là tâm đường trong bàng 
tiếp trong góc A . Gọi O  là trung điểm của IK . 

a) Chứng minh bốn điểm ,  ,  ,  B I C K cùng thuộc một đường tròn ( )O . 
b) Chứng minh AC  là tiếp tuyến của đường tròn ( ; )O OK . 
c) Tính bán kính đường tròn ( )O  biết     20 ;    24 AB AC cm BC cm= = = .  

------------------------------------------------------- 
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VẤN ĐỀ 10. LUYỆN TẬP TÍNH CHẤT HAI TIẾP TUYẾN CẮT NHAU 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 
1. Tính chất của hai tiếp tuyến cắt nhau 

Nếu hai tiếp tuyến của đường tròn cắt nhau tại một điểm thì:  

• Điểm đó cách đều hai tiếp điểm 
• Tia kẻ từ điểm đó đi qua tâm là tia phân giác của góc tạo bởi hai tiếp tuyến.  
• Tia kẻ từ tâm đi qua điểm đó là tia phân giác của góc tạo bởi hai bán kính đi qua các 

tiếp điểm.  
2. Đường trong nội tiếp tam giác 
• Đường tròn tiếp xúc với ba cạnh của một tam giác gọi là đường tròn nội tiếp tam giác 

còn tam giác gọi là ngoại tiếp đường tròn. 
• Tâm của đường tròn nội tiếp tam giác là giao điểm của các đường phân giác các góc 

trong tam giác.   
3. Đường tròn bàng tiếp tam giác 
• Đường tròn tiếp xúc với một cạnh của một tam giác và tiếp xúc với phần kéo dài của 

hai cạnh còn lại gọi là đường tròn bàng tiếp tam giác.  
• Với một tam giác có ba đường tròn bàng tiếp. 
• Tâm của đường tròn bàng tiếp tam giác góc A là giao điểm của hai đường phân giác 

các góc ngoài tại B và C, hoặc là giao điểm của đường phân giác góc A và đường phân 
giác ngoài tại B (hoặc C). 

B. BÀI TẬP TẠI LỚP  

* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau:  

Bài 1. Cho nửa đường tròn ( )O đường kính   2AB R= . Kẻ hai tiếp tuyến Ax  và By  ( Ax , By  
nằm cùng phía đối với nửa đường tròn). Gọi M  là một điểm thuộc nửa đường tròn ( M  
khác A  và B ). Tiếp tuyến tại M với nửa đường tròn cắt Ax , By  theo thứ tự ở C  và D .  

a) Chứng minh 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶� = 900. 
b) Chứng minh 4 điểm ,  ,  ,  B D M O nằm trên một đường tròn. Chỉ ra bán kính của 
đường tròn đó. 
c) Chứng minh     CD AC BD= + . 
d) Chứng minh tích .AC BD  không đổi khi M  thay đổi trên ( )O . 
e) Chứng minh AB  là tiếp tuyến của đường tròn đường kính CD . 
g) Gọi giao điểm của AD  và BC  là N . Chứng minh MN  và AC  song song.  
h) Gọi 'BN  là tia phân giác của 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴�  ( 'N  thuộc OD ). Chứng minh:  

1
𝐵𝐵𝐵𝐵

+
1
𝐵𝐵𝐵𝐵

=
√2
𝐵𝐵𝐵𝐵′

 

* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp:  

Bài 2. Cho đường tròn ( );  O R . Từ điểm A  nằm ngoài đường tròn kẻ các tiếp tuyến ,  AB AC

với đường tròn ( ,  B C  là các tiếp điểm). Gọi H  là trung điểm của BC .  
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a) Chứng minh ba điểm ,  ,  A H O  thẳng hàng và các điểm ,  ,  ,  A B C O  cùng thuộc một 
đường tròn.  
b) Kẻ đường kính BD  của ( )O . Vẽ  CK BD⊥ . Chứng minh: .   . .AC CD CK AO=  
c) Tia AO  cắt đường tròn ( )O  tại M ( M  nằm giữa A  và O ). Chứng minh M  là tâm 
đường tròn nội tiếp tam giác ABC .  
d) Gọi I  là giao điểm của AD  và CK . Chứng minh I  là trung điểm của CK .  

Bài 3. Cho đường tròn ( );  O R , đường kính AB. Điểm M bất kì thuộc ( );  O R . Tiếp tuyến tại 

M  và B  cắt nhau tại D . Qua O  kẻ đường thẳng song song với MB  cắt tiếp tuyến qua 
M  tại C , cắt tiếp tuyến qua B  tại N . 

a) Chứng minh rằng tam giác CDN  cân; 
b) Chứng minh AC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O ; 
c) Chứng minh .AC BD không phụ thuộc vào M ; 
d) Gọi H  là hình chiếu của M  trên AB . Tia phân giác 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻�  cắt ( )O  tại K  (K khác M). 

Xác định vị trí điểm M  sao cho 15
5

MH
HK

= . 

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ  

Bài 4. Cho đường tròn ( );  3 O cm  và điểm A  có   6 OA cm= . Kẻ các tiếp tuyến AB  và AC  của 

đường tròn ( ,  B C là các tiếp điểm). Gọi H  là giao điểm của OA  và BC . 

a) Tính độ dài đoạn thẳng OH ; 
b) Qua điểm M bất kì thuộc cung nhỏ BC , kẻ tiếp tuyến với đường tròn, cắt AB  và AC  

theo thứ tự tại E  và F . Tính chu vi tam giác ADE ; 
c) Tính số đo góc DOE . 

Bài 5. Cho tam giác MBC cân tại M . I  là tâm đường tròn nội tiếp, K  là tâm đường tròn bàng 
tiếp trong  góc M . O  là trung điểm của IK .  

a) Chứng minh bốn điểm ,  ,  ,  B I C K cùng thuộc một đường tròn ( )O ; 
b) Chứng minh MC là tiếp tuyến của đường tròn ( )O ; 
c) Tính bán kính của đường tròn ( )O biết     10 ;    12 .MB MC cm BC cm= = =   

 

------------------------------------------------------ 
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VẤN ĐỀ 11. VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI CỦA HAI ĐƯỜNG TRÒN 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 
1. Tính chất của đường nối tâm 

Đường nối tâm là trục đối xứng của hình tạo bởi hai đường tròn. Từ đó suy ra:  

- Nếu hai đường tròn tiếp xúc nhau thì tiếp điểm nằm trên đường nối tâm; 

- Nếu hai đường tròn cắt nhau thì đường nối tâm là đường trung trực của dây chung.  

2. Sự liên hệ giữa vị trí của hai đường tròn với đoạn nối tâm d và các bán kính R và r 

Vị trí tương đối của hai đường tròn 
( );  O R  và ( )';  rO với R r>  Số điểm chung Hệ thức giữa ,d R và r  

Hai đường tròn cắt nhau 2  –        R r d R r< < +  

Hai đường tròn tiếp xúc nhau 

1 

 

- Tiếp xúc ngoài     d R r= +  

- Tiếp xúc trong   d R r= −  

Hai đường tròn không giao nhau 

0 

 

- Ở ngoài nhau  >   d R r+  

- ( )O đựng ( ')O   < d R r−  

            - ( )O và ( ')O đồng tâm d = 0 

B. BÀI TẬP CÀ CÁC DẠNG TOÁN 

Dạng 1. Các bài toán có cho hai đường tròn tiếp xúc nhau 

* Phương pháp giải: 

- Vẽ đường nối tâm và chú ý rằng tiếp điểm nằm trên đường nối tâm, dùng hệ thức d = R + 
r. 

- Nếu cần, có thể vẽ tiếp tuyến chung tại tiếp điểm. 

* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 1. Cho đường tròn ( )O và ( ')O tiếp xúc ngoài tại A . Kẻ tiếp tuyến chung ngoài ,BC

( )   ,B O∈ ( )   ’C O∈ . Tiếp tuyến chung trong tại A cắt tiếp tuyến chung ngoài BC ở I .  

a) Chứng minh  090BAC = ; 
b) Tính số đo 'OIO ; 
c) Tính độ dài ,BC  biết   9 ;  ’  4 .OA cm OA cm= =   

* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp:  

Bài 2. Cho hai đường tròn ( );  O R  và ( )';  rO tiếp xúc ngoài với nhau tại A . Vẽ tiếp tuyến 

chung ngoài BC , ( )   ,B O∈ ( )   ’C O∈ . 
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a) Chứng minh ABC  là tam giác vuông; 
b) Tính số đo 'OMO ; 
c) Tính diện tích tứ giác 'BCO O  theo R  và 'r ;  
d) Gọi I là trung điểm của 'OO . Chứng minh rằng BC  là tiếp tuyến của đường tròn 

( ; )I IM . 

Dạng 2. Các bài toán cho hai đường tròn cắt nhau 

* Phương pháp giải: Vẽ dây chung của hai đường tròn rồi dùng tính chất đường nối tâm là 
đường trung trục của dây chung.  

* Giáo viên hướng dẫn học sinh giải các bài tập sau: 

Bài 3. Cho hai đường tròn ( )O và ( ')O  cắt nhau tại A  và B , trong đó OA  là tiếp tuyến của 
đường tròn (O’). Tính độ dài dây cung AB biết   20 ;  ’   15 OA cm O A cm= = .  

* Học sinh tự luyện các bài tập sau tại lớp:  

Bài 4. Cho hai đường tròn ( )O và ( ')O cắt nhau tại A  và B . Từ A  vẽ đường kính AOC  và 
AOD . Chứng minh ba điểm  , ,B C D  thẳng hàng và vuông góc với AB .  

Bài 5. Cho hai đường tròn ( )O và ( ')O cắt nhau tại A  và B . Gọi  M là trung điểm của  'OO . 
Qua A  kẻ đường thẳng vuông góc với AM , cắt các đường tròn ( )O và ( ')O ở C  và D . 
Chứng minh   . AC AD=  

C. BÀI TẬP VỀ NHÀ 

Bài 6. Cho hai đường tròn ( );  O R  và ( )';  rO tiếp xúc với nhau tại A . Vẽ một cát tuyến qua A  

cắt hai đường tròn tại B  và C . Chứng minh các tiếp tuyến tại B  và C  song song với 
nhau.   

Bài 7. Cho góc vuông Oxy . Lấy các điểm I  và K  thứ tự trên các tia Ox  và Oy . Vẽ đường 
tròn ( ;  )I OK cắt tia Ox  tại M  ( I nằm giữa O  và M ). Vẽ đường tròn ( ;  )K OI cắt tia Oy  
tại N  ( K  nằm giữa O  và N ). 

a) Chứng minh hai đường tròn ( )I  và ( )K  luôn cắt nhau; 
b) Tiếp tuyến tại M của đường tròn ( )I , tiếp tuyến tại N của của ( )K  cắt nhau tại C . 

Chứng minh tứ giác OMCN  là hình vuông; 
c) Gọi giao điểm của hai đường tròn là A  và B . Chứng minh ba điểm ,  ,  A B C thẳng hàng;  
d) Giả sử I  và K thứ tự di động trên các tiaOx ,Oy sao cho     OI OK a+ = không đổi. 

Chứng minh đường thẳng AB  luôn đi qua một điểm cố định. 

Bài 8. Cho đường tròn ( )O và một điểm A  nằm trên đường tròn đó. Trên đoạn OA lấy điểm B 

sao cho 1
3

OB OA= . Vẽ đường tròn đường kính AB .  

a) Chứng minh đường tròn đường kính AB tiếp xúc với đường tròn ( )O cho trước.  
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b) Vẽ đường tròn đồng tâm ( )O với đường tròn ( )O cho trước, cắt đường tròn đường kính 
AB  tại C . Tia AC cắt hai đường tròn đồng tâm tại D và E (D nằm giữa C và E).  
Chứng minh AC = CD = DE.   

Bài 9. Cho đường tròn ( )O đường kính AB , điểm C  nằm giữa A  và O . Vẽ đường tròn ( )I có 
đường kính CB .  

a) Xét vị trí tương đối của hai đường tròn ( )O và ( )I ; 
b) Kẻ đây DE  của đường tròn ( )O vuông góc với AC  tại trung điểm H  của AC . Tứ giác 

ADCE  là hình gì? Vì sao? 
c) Gọi K  là giao điểm của DB  và đường tròn ( )I .  Chứng minh ba điểm ,  ,  E C K  thẳng 

hàng.  
d) Chứng minh HK  là tiếp tuyến của đường tròn ( )I . 

----------------------------------------- 
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ÔN TẬP CHỦ ĐỀ IV (PHẦN I) 
 A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

1. Sự xác đinh đường tròn, tính chất đối xứng của đường tròn 

a) Đường tròn tâm O bán kính R (R>0) là hình gồm các điểm cách điểm O một khoẳng 
bằng R. 

        b) Vị trí tương đối của một điểm đối với một 
đường tròn 

         Cho đường tròn (O;R) và một điểm M 

• M nằm trên đường tròn (O; R)⟺ OM = R 
• M nằm trong đường tròn (O; R)⟺ OM < R 
• M nằm ngoài đường tròn (O; R)⟺ OM > R 

c) Qua ba điểm không thẳng hàng, ta vẽ được một 
và chỉ một đường tròn.  

d) Tính chất đối xứng của đường tròn 

• Đường tròn là hình có tâm đối xứng. Tâm của 
đường tròn là tâm đối xứng của hình tròn đó. 
• Đường tròn là hình có trục đối xứng. Bất kì 
đường kính nào cũng là trục đối xứng của đường 
tròn.  

 

2. Quan hệ đường kính và dây cung 
a) So sánh độ dài của đường kính và dây: Trong các dây của đường tròn, dây lớn nhất là 
đường kính. 
b) Quan hệ vuông góc giữa đường kính và dây 
• Trong một đường tròn, đường kính vuông góc với một dây thì đi qua trung điểm của 

dây ấy. 
• Trong một đường tròn, đường kính đi qua trung điểm của một dây không đi qua tâm 

thì vuông góc với dây ấy.  
c) Liên hệ giữa dây và khoảng cách từ tâm đến dây 
• Trong một đường tròn: 

- Hai dây bằng nhau thì cách đều tâm. 
- Hai dây cách đều tâm thì bằng nhau. 

• Trong hai dây của một đường tròn:  
- Dây nào lớn hơn thì dây đó gần tâm hơn. 
- Dây nào gần tâm hơn thì dây đó lớn hơn.  
 

  

C

B

D

O A

B

I
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3. Vị trí tương đối của đường thẳng d và đường tròn 
a) Cho đường tròn (O; R) và đường thẳng a. Đặt d = d(O; a). Ta có:  

Vị trí tương đối của đường thẳng và đường tròn Số điểm chung 
Hệ thức giữa d  

và R  

Đường thẳng và đường tròn cắt nhau 2 d R<  

Đường thẳng và đường tròn tiếp xúc nhau 1 d R=  

Đường thẳng và đường tròn không giao nhau 0 d R>  

b) Khi đường thẳng và đường tròn tiếp xúc nhau thì đường thẳng gọi là tiếp tuyến của 
đường tròn. Điểm chung của đường thẳng và đường tròn gọi là tiếp điểm.  
 
4. Dấu hiệu nhận biết tiếp tuyến 
• Nếu một đường thẳng là tiếp tuyến của một đường tròn thì nó vuông góc với bán kính 

đi qua tiếp điểm. 
• Nếu một đường thẳng đi qua một điểm của đường tròn và vuông góc với bán kính đi 

qua tiếp điểm thì đường thẳng ấy là tiếp tuyến của đường tròn.  
 

5. Tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau 
a) Tính chất của hai tiếp tuyến cắt nhau 
Nếu hai tiếp tuyến của đường tròn cắt nhau tại một điểm thì:  
• Điểm đó cách đều hai tiếp điểm 
• Tia kẻ từ điểm đó đi qua tâm là tia phân giác của góc tạo bởi hai tiếp tuyến.  
• Tia kẻ từ tâm đi qua điểm đó là tia phân giác của góc tạo bởi hai bán kính đi qua các 

tiếp điểm.  
b) Đường tròn nội tiếp tam giác 
• Đường tròn tiếp xúc với ba cạnh của một tam giác gọi là đường tròn nội tiếp tam giác 

còn tam giác gọi là ngoại tiếp đường tròn. 
• Tâm của đường tròn nội tiếp tam giác là giao điểm của các đường phân giác các góc 

trong tam giác.   
c) Đường tròn bàng tiếp tam giác. 
• Đường tròn tiếp xúc với một cạnh của một tam giác và tiếp xúc với phần kéo dài của 

hai cạnh còn lại gọi là đường tròn bàng tiếp tam giác.  
• Với một tam giác có ba đường tròn bàng tiếp. 
• Tâm của đường tròn bàng tiếp tam giác góc A là giao điểm của hai đường phân giác 

các góc ngoài tại B và C, hoặc là giao điểm của đường phân giác góc A và đường phân 
giác ngoài tại B (hoặc C). 
 

6. Vị trí tương đối của hai đường tròn  
a) Tính chất đường nối tâm  
• Đường nối tâm của hai đường tròn là trục đối xứng của hình gồm cả hai đường tròn 

đó. 
• Nếu hai đường tròn cắt nhau thì đường nối tâm là đường trung trực của dây chung. 



ÔN LUYỆN TOÁN 9 THEO CHỦ ĐỀ, TẬP I 
 

108 
 

• Nếu hai đường tròn tiếp xúc nhau thì tiếp điểm nằm trên đường nối tâm. 
b) Vị trí tương đối của hai đường tròn  

Cho hai đường tròn ( );  O R  và ( )';  rO . Đặt 'OO d= . Ta có:  

Vị trí tương đối của hai đường tròn 
( );  O R  và ( )';  rO với R r>  Số điểm chung Hệ thức giữa ,d R và r  

Hai đường tròn cắt nhau 2  –        R r d R r< < +  

Hai đường tròn tiếp xúc nhau 

1 

 

- Tiếp xúc ngoài     d R r= +  

- Tiếp xúc trong   d R r= −  

Hai đường tròn không giao nhau 

0 

 

- Ở ngoài nhau  >   d R r+  

- ( )O đựng ( ')O   < d R r−  

            - ( )O và ( ')O đồng tâm d = 0 

 
c) Tiếp tuyến chung của hai đường tròn  

- Tiếp tuyến chung của hai đường tròn là đường thẳng tiếp xúc với cả hai đường tròn đó.  

- Tiếp tuyến chung ngoài là tiếp tuyến chung không cắt đoạn nối tâm.  

- Tiếp tuyến chung trong là tiếp tuyến chung cắt đoạn nối tâm.  

B. BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
Bài 1. Cho đường tròn ( );O R , đường kính AB  và dây AC không đi qua tâm O . Gọi H  là 

trung điểm của AC . 
a) Tính ACB  và chứng minh OH // BC; 
b) Tiếp tuyến tại C  của ( )O cắt OH  ở M . Chứng minh đường thẳng AM là tiếp tuyến 

của ( )O tại A ; 

c) Vẽ CK vuông góc với AB tại K  . Gọi I  là trung điểm của CK và đặt CAB α= . 
Chứng minh 2 .sin .cosIK R α α= ; 

d) Chứng minh ba điểm ,  ,  M I B thẳng hàng.  
Bài 2. Cho đường tròn tâm O . Từ điểm E  ở ngoài đường tròn kẻ hai tiếp tuyến EM  và EN  (

M  và N  là các tiếp điểm). OE  cắt MN  tại H .  
a) Chứng minh OE  vuông góc với MN ; 
b) Vẽ đường kính NOB . Chứng minh OBNH là hình thang; 
c) Cho 2ON cm=  và 4OE cm= . Tính độ dài các cạnh và diện tích tam giác EMN . 

Bài 3. Cho đoạn thẳng AB, điểm C nằm giữa A và B. Vẽ về một phía của AB các nửa đường 
tròn có đường kính theo thứ tự là AB, AC, CB. Đường thẳng vuông góc với AB tại C cắt 
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nửa đường tròn lớn tại D. DA, DB cắt các đường tròn có đường kính AC, CB theo thứ tự 
ở M và N.  
a) Tứ giác DMCN  là hình gì? Vì sao? 
b) Chứng minh hệ thức: .  .DM DA DN DB= ; 
c) Chứng minh MN là tiếp tuyến chung của các nửa đường tròn có đường kính AC và 

CB; 
d) Điểm C ở vị trí nào trên AB thì MN có độ dài lớn nhất. 

Bài 4. Cho đường tròn tâm O , đường kính   2AB R= . Gọi I là trung điểm của BO, qua I kẻ 
dây CD vuông góc với OB. Tiếp tuyến của ( )O tại C cắt AB tại E.  

a) Tính độ dài OE theo R; 
b) Tứ giác ACED  là hình gì? Tại sao? 
c) Chứng minh ED là tiếp tuyến của đường tròn ( )O ; 
d) Chứng minh D là trực tâm của tam giác CDE . 

Bài 5. Cho AB và CD là hai đường kính vuông góc với đường tròn ( );O R . Trên tia đối của tia 

CO lấy điểm S. SA cắt đường tròn ( )O  tại M. Tiếp tuyến tại M với đường tròn ( )O cắt 

CD tại E, BM cắt CD tại F. 
a) Chứng minh EM. AM = MF.OA; 
b) Chứng minh ES = EM = EF; 
c) Cho SB cắt đường tròn ( )O tại I. Chứng minh A, I, F thẳng hàng; 
d) Cho EM = R, tính FA. SM theo R; 
e) Kẻ MH vuông góc với AB. Xác định vị trí điểm S sao cho diện tích tam giác MHD đạt 

giá trị lớn nhất. 

-------------------------------------------------------- 
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ÔN TẬP CHỦ ĐỀ 4 (PHẦN II) 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

Xem lại lý thuyết ở Ôn tập chủ đề 4 (Phần I) 

B. BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
Bài 1. Cho hai đường tròn (O; R) và (O’; R’) tiếp xúc ngoài tại A. Kẻ tiếp tuyến chung ngoài 

DE, ( )D O∈ ,  ( ')E O∈ . Tiếp tuyến chung trong tại A cắt ED tại I. Gọi M là giao điểm của 
OI với AD, N là giao điểm của AE với O’I. 
a) Tứ giác AMIN là hình gì? Tại sao? 
b) Chứng minh hệ thức IM. IO= IN. IO’; 
c) Chứng minh OO’ là tiếp tuyến của đường tròn đường kính DE; 
d) Tính độ dài DE theo R và R’. 

Bài 2. Cho đường tròn (O; R), đường kính AB. Qua A và B vẽ lần lượt hai tiếp tuyến (d) và 
(d’) với đường tròn (O). Một đường thẳng qua O cắt đường thẳng (d) ở M và cắt đường 
thẳng (d’) ở P. Từ O vẽ một tia vuông góc với MP và cắt đường thẳng (d’) ở N.  
a) Chứng minh OM= OP và ∆ NMP cân; 
b) Hạ OI ⊥ MN. Chứng minh OI = R và MN là tiếp tuyến của đường tròn (O); 
c) Chứng minh AM . BN = R2; 
d) Tìm vị trí của M để diện tích tứ giác AMNB là nhỏ nhất. 

Bài 3. Cho nửa đường tròn (O), đường kính AB = 2R, điểm C thuộc nửa đường tròn. Kẻ phân 
giác BI của góc ABC (I thuộc đường tròn (O)), gọi E là giao điểm của AI và BC.  
a) Tam giác ABE là tam giác gì? Vì sao? 
b) Gọi K là giao điểm của AC và BI. Chứng minh EK ⊥ AB ; 
c) Gọi F là điểm đối xứng với K qua I. Chứng minh rằng AF là tiếp tuyến của đường 

tròn (O); 
d) Khi điểm C di chuyển trên đường tròn thì điểm E di chuyển trên đường nào? 

Bài 4. Cho đường tròn (O) đường kính AB, điểm C nằm giữa A và B. Vẽ đường tròn (I) có 
đường kính CB.  
a) Xét vị trí tương đối của đường tròn (O) và (I); 
b) Kẻ dây DE của đường tròn (O) vuông góc với AC tại trung điểm H của AC. Tứ giác 

ADCE là hình gì? Vì sao? 
c) Gọi K là giao điểm của DB với (I). Chứng minh rằng ba điểm E, C, K thẳng hàng; 
d) Chứng minh rằng HK là tiếp tuyến của đường tròn (I). 

Bài 5. Cho đường tròn (O; R). Từ điểm A nằm ngoài đường tròn kẻ các tiếp tuyến AB, AC với 
đường tròn (B, C là các tiếp điểm). Gọi H là trung điểm của BC.  
a) Chứng minh ba điểm A, H, O thẳng hàng và các điểm A, B, C, O cùng thuộc một 

đường tròn;  
b) Kẻ đường kính BD của đường tròn (O). Vẽ CK ⊥ BD. Chứng minh AC. CD = 

CK.AO; 
c) Tia AO cắt đường tròn (O) tại M (M nằm giữa A và O). Chứng minh M là tâm đường 

tròn nội tiếp tam giác ABC; 
d) Gọi I là giao điểm của AD và CK. Chứng minh rằng I là trung điểm của CK.  
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Bài 6. Cho tam giác ABC vuông góc tại đỉnh A, đường cao AH. Đường tròn đường kính BH cắt 
AB tại điểm D và đường tròn đường kính CH cắt cạnh AC tại điểm E. Gọi I, J theo thứ tự 
là trung điểm của các đoạn thẳng BH, CH. 
a) Chứng minh bốn điểm A, D, H, E nằm trên một đường tròn. Xác định hình dạng của 

tứ giác ADHE; 
b) Chứng minh hai đường tròn đường kính BH và CH tiếp xúc ngoài với nhau tại điểm 

H và AH là tiếp tuyến chung của hai đường tròn; 
c) Chứng minh DE là tiếp tuyến chung ngoài của hai đường tròn; 
d) Cho biết AB = 6 cm, AC = 8 cm. Tính độ dài đoạn thẳng DE?  
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HƯỚNG DẪN – ĐÁP SỐ 

CHỦ ĐỀ I. CĂN BẬC HAI. CĂN BẬC BA 
VẤN ĐỀ 1. 

Bài 1. Căn bậc hai của các số đã cho lần lượt là: 30; 8; ; 0, 2
4

± ± ±   

Căn bậc hai số học của các số đã cho lần lượt là: 0; 8; 3
4

; 0,2.   

Bài 2. a) 144;            b) Không tồn tại;               c) 8
7

;       d) 1
75

; 

Bài 3.  

a) 3;   

b) 2
5

;  

c) – 3;  

d) – 6;  
e) 3

4
− ; 

g) 7. 

Bài 4. a) 4;  b) 3,1;    c) 1
6

;  d) – 2. 

Bài 5. a) 4;x = ±   b) 13;x = ±   c) Không có giá trị nào của x ;  d) 25;x =   

e) 36;x =   g) 3x = − hoặc 5.x =  

Bài 6. Căn bậc hai của các số đã cho lần lượt là:  11±9; ±0,5; ±1,2; ± .
9

  

Căn bậc hai số học của các số đã cho lần lượt là: 119; 0,5; 1,2; .
9

  

Bài 7. a) 169;  b) Không tồn tại;  c) 1 ;
10

  d) 6 .
125

 

Bài 8. a) 11;  b) 4 ;
5

   c)  – 8;  d) 2;   e) 1 ;
4

−   g) 3 .
5

 

Bài 9. a) 1;  b) 4,65;   c) 2 ;
3

−  d) 6.  

Bài 10. a) 1 ;
3

x = ±   b) ;x o∈ /   c) 256 ;
9

x = ;  d) Không có giá trị nào của ;x   

e) 17;x =   g) 6x = hoặc 2.x = −  

Bài 11.  

a) 2 3;− <     b) 3 2 2;>    c) 11 99;>         
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d) 25 18 2 17;< +   e)3 15 1;> −     g) 1 3 0,2.− <  

Bài 12. a) 36;x ≥   b) 0 1;x≤ ≤   c) 35;x ≤ − ;  d) 1 3 .
2 2

x− ≤ ≤  

Bài 13. a) 2 0 0;x x x⇔ ≥ ≥ ⇔ ≥    b) 20 2 0x x x⇔ ≤ ≤ ⇔ = hoặc 2.x ≥  

Bài 14. a) 2 1 2;< +   b) 3 11 12;<   c) 1 3 1;> −   d) 3 2 5;> −      

e) 10 2 23;− < −  g) 3 29 15.− < −  

Bài 15. a) 24;x ≥    b) 1 3;x− ≤ <   c) 31;x < − ;  d) 1 3 .
2 2

x− ≤ ≤  

Bài 16. Căn bậc hai của các số đã cho lần lượt là:  13 7±15; ±18; ± ; ± ; 1,5; 0,4.
10 17

± ±   

Căn bậc hai số học của các số đã cho lần lượt là:  13 715; 18; ; ; 1,5; 0,4.
10 17

 

Bài 17.a) 49;   b) 9 ;
16

  c) 3 ;
2

    d) 1 .
8

  

Bài 18. a) 5;   b) 7 ;
5

  c)  – 111;  d) 13;   e) 7;    g) 1 .
400

−   

Bài 19. a) 12;   b) 7 ;
20

−  c) 11;
4

−    d) 13 .
4

−  

Bài 20. a) 14;x = ±   b) 1 ;
15

x = ±   c) 18;x = ±   d) Không có giá trị nào của ;x   

e) 7;x =   g) 100 .
9

x =  

Bài 21. a) 290 ;
3

x =   b) 19
3

x = hoặc 17 ;
3

x = −   c) Không có giá trị nào của ;x   

d) 9 ;
4

x =  e) 16;x =   g) 13 .
4

x =  

Bài 22. a) 0 484;x≤ ≤   b) 37 ;
2

x >   c) 22;x ≥ ;  d) Không có giá trị nào 

của .x   

Bài 23. a) 4 1 7;> +   b) 2 5 8;<   c) 6 2 7;− < −   d) 4 23 1;> −      

e) 0,5 3 2;> −   

g) So sánh ( )2
2015 2018+ và ( )2

2016 2017+ . Từ đó quy về so sánh:  
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2015. 2018 (2016 1).2018 2016.2018 2018= − = −  và 

2016. 2017 (2018 1).2016 2016.2018 2016= − = −  

2015 2018 2016 2017⇒ + < +  

Bài 24. Giả sử , ; ( , ) 1m n m n∃ ∈ =  và 2 23 3m m n
n

= ⇒ =  2 3 3 : 3m m k m k⇒ ⇒ ⇒∃ ∈ =    

2 2 2 2 29 3 3 3 3 ( , ) 1k n k n n n m n⇒ = ⇒ = ⇒ ⇒ ⇒ ≠  . Vô lý. 

Chứng minh tương tự ta được 7 là số vô tỷ. 

Bài 25.  

a) Đặt 2 2 22 2 2 2 2y x y x x y A y y= + ⇒ = + ⇒ = − ⇒ = − − ; 

b) Ta có: ( )21 3 3A y= − − ≥ − . Từ đó tìm được min 3A = − tại 1y =  hay 1x = − . 

Bài 26. a) Ta có: 1 1 1 1 11 ; ;...;
100 2 100 99 100

> > > ⇒đpcm. 

b) Ta có: 4 3< 4 4 4 3 3⇒ + < + <  

    
4 4 4 4 3 3

4 4 4 ... 4 4 3 3

⇒ + + < + <

⇒ + + + < + <
 

--------------------------------------- 

VẤN ĐỀ 2. 

Bài 1. a) 8 ;
15

−    b) 128;  c) 21 ;
20

    d)12 .
5

  

Bài 2. a) 5;   b) 4;  c)7;     d)1.  

Bài 3. a) Ta có: 211 6 2 9 2.3. 2 2 (3 2)+ = + + = + ; 

b) Ta có: 28 2 7 7 2. 7.1 1 ( 7 1) ;− = − + = −  
c) Áp dụng kết quả câu a) 
d) Áp dụng kết quả câu b). 

Bài 4. a) 2 2;    b) 2 5;−   c) 6 5;     d) 4 5;  

Bài 5.  a) 1;   b) 2,5;   c) – 1 ;     d)90.  

Bài 6.  a) 3;   b) 5;   c) 8 ;     d)6.  

Bài 7.  Tương tự bài 3. 
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Bài 8.  a) 4;   b) 12;   c) – 4 ;     d) 4 3 .  

Bài 9.  a) 50a− ;  b) 10a ;  c) 210a  ;    d) 315a− .  

Bài 10.  a) 3 2x + ;  b) 4 3;x + ;  c) 3 3x −  ;    d)� 1 khi 𝑥𝑥 > 2
−1 khi 𝑥𝑥 < 2.  

Bài 11.  a) 32a− ;  b) 11a ;  c) 211a  ;    d) 333a− .  

Bài 12.  a) 3 1x + ;  b) 4 3;x − ;  c) 4 5x −  ;    d)� 1 khi 𝑥𝑥 > −2
−1 khi 𝑥𝑥 < −2.  

Bài 13. a) 0,63;−   b) 1 ;
30

  c) 86;    d) 13.−   

Bài 14. a) 22;    b) 8 6;−   c) 3;    d) 8.  

Bài 15.  Tương tự bài 3. 

Bài 16. a) 2 5;   b) 2;−    c) 2 2; ;   d) 6.  

Bài 17. a) �10𝑎𝑎 khi 𝑎𝑎 ≥ 0
−6𝑎𝑎 khi 𝑎𝑎 < 0;    b) � 3𝑎𝑎3 khi 𝑎𝑎 ≥ 0

−12𝑎𝑎3 khi 𝑎𝑎 < 0
. 

Bài 18. a) 6;   b) 2. 

Bài 19. a) 2;a +   b) 6 6. 

 

--------------------------------------- 

VẤN ĐỀ 3. 

Bài 1. a) 2;x ≥   b) 7 ;
6

x ≤   c) 1 ;
3

x <   d) 2 .
3

x ≥  

Bài 2. a) 3 6;
5

x≤ ≤   b) 2 5;x≤ <   c) 9; 1;x x≥ ≤ − ; d) 4 4.x− ≤ ≤  

Bài 3. a) 3 ;
2

x ≥   b) 0;x ≤   c) 1 ;
4

x ≤   d) .x∈  

Bài 4. a) 1;x >   b) 7;x ≤ −   c) 3 4;x≤ <   d) 2 .
3

x >  

Bài 5.  a) 2x ≤  hoặc 6;x ≥   b) 1x ≤ −  hoặc 5;x ≥  

c) 3x ≤ −  hoặc 3;x ≥   d) 1 1.x− ≤ ≤   

Bài 6. a) 175;x =   b) ;x∈∅   c) 1 ;
2

x =   d) 3;x =   
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e) 1x = hoặc 5 .
3

x =   g) 2;x =  

Bài 7. a) 0;x =   b) 1;x =   c) 1 ;
10

x =   d) 3;x =   

e) 5x =  hoặc 7 .
3

x = −   g) 4.x =  

Bài 8.  a) 2;x ≤ −   b) ;x∈   c) ;x∈   d) 2.x =  

Bài 9.  a) 7;x ≥ −   b) 1x ≤  hoặc 2;x ≥   c) 3 5;x− ≤ <   d) 2; x 3.x < >   

Bài 10. a) 0;x =   b) ;x∈∅   c) 7 ;
2

x =   d) 0x =  hoặc 3x = .  

Bài 11. a) ;x∈∅   b) 1
9

x = − ;  c) 3;x =   d) 3
2

x = .  

Bài 12.  

a) Cách 1. Ta có:  
( )2 2 21 2 1 2x y xy x y+ = + ≤ + + = ⇒ đpcm 

Cách 2. Sử dụng BĐT Cauchy – Schwartz:  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2. .ab cd a c b d+ ≤ + +  

b) Cách 1. Theo BĐT AM – GM, ta có:  
1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1 1 1
2

x y z x y y z

x z xy yz xz

   
+ + = + + +   

   
 + + ≥ + + 
 

 

Cách 2.  Xét hiệu: 

 

2
1 1 1 1 1 1. .
2 2

1 1 1. 0
2

VT VP
x y y z

z x

   
− = − + −      

   
 + − ≥ 
 

  

Bài 13. a) min2 1 3 2 2; 2A x x A≥ − + − = = khi 1 2 .
2 3

x≤ ≤  

b)  Áp dụng ( ) ( )2 22 2 2 2 .a b c d a c b d+ + + ≥ + + +  Ta có:  
2 211 320 11 3207 7 6

7 49 7 49
B x x   = − + + + + ≥   

   
 

 Từ đó min 6B =  tại 0.x =  

Bài 14. Ta có: ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3 0 2; 6; 12.x y z x y z− − + − − + − − = ⇔ = = =  

--------------------------------------- 

VẤN ĐỀ 4. 
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Bài 1.  a) 60;    b) 6;    c) 20;    d) 26.  

Bài 2.  a) 3 ;
13

    b) 5 ;
4

   c) 10;    d) 5.  

Bài 3. a) 2;    b) 12;   c) 2;    d) 36 36 2 27 3.− +  

Bài 4.  a) 30 ;
3

  b) 4 ;
7

   c) 10;    d) 7 12 3 .
3

−   

Bài 5. a) 80;   b) 9 ;
10

  c) 110;    d) 26. 

Bài 6.  a) 5 ;
8

   b) 5 ;
3

   c) 3;    d) 56 .
9

  

Bài 7. a) 3;   b) 20;   c) 4 2 6;+    d) 2.  

Bài 8. a) 8 ;
11

   b) 0;    c) 2
3

;    d) 5 1.
2
−   

Bài 9. a) 5 ;
2

   b) 5 ;
2

  c) 6 ;
2

−    d) 2 2− . 

Bài 10. a) ;a−   b) ;x
x y+

  c) ;
xy

x y+
   d) 1

2 1
a

a
−

−
. 

Bài 11. a) 21 ;
7

  b) 10 ;
2

  c) 1;−        d) 4. 

Bài 12. a) ;x
x y−

  b) ;a   c) 0    d) xy
x y−

. 

Bài 13. a) 6;   b) 25;   c) 3
14

;    d)13 .
9

  

Bài 14. a) 22;   b) 0;   c) 60;    d)196 .
45

  

Bài 15. a) 12 5 6− ;   b) 7;  c) 2 2 ;    d) 4 3 7 2− . 

Bài 16. a) 3x − ;   b) 1
2x +

;  c) 2
2

x
x
−
+

;    d) 1
5x +

. 

--------------------------------------- 

VẤN ĐỀ 5. 
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Bài 1. a) 10 ;
2

  b) 1;  c) 2 3
2
+ ;    d) 2015. 

Bài 2. a) 66;   b) 1,6;  c) – 0,16 ;    d) 28.  

Bài 3. a) 27 24 5− ;    b) 6 5 9− . 

Bài 4. a) 36.(1 )a− ;   b) 2a− ;  c) 
2
a ;    d) 12a . 

Bài 5. a) 2ab b
a b

−
−

;    b) 2 3
2 3

a b
a b
+
−

. 

Bài 6. a) 29 6 5a a− − ;   b) 3 (3 )
4

a− ;  c) 3y ;    d) 
2

2 2
b

a
− . 

Bài 7. a) a− ;   b) 2x + ;  c) 1
3x +

;    d) x
x y−

. 

Bài 8. a) 1
2

x = ;   b) 3
2

x = − ; 7
2

x = ;  c) 2x =  hoặc 3x = −   d) 9x = .  

Bài 9.a) 1x = −  hoặc 9x = ;  b) 6x = ;   c) 3x =   d) 28x = .  

Bài 10. a) 1x = − ;   b) 12
7

x = ;   c) 2;x =   d) 34
9

x =   

Bài 11. a) 4 10 ;   b) 5
12

;   c) 15;     d) 8
5

. 

Bài 12. a) 3;    b) 6
2

− ;  c) 6 4 5+  ;    d) 4. 

Bài 13. a) 
1

1

x

x

−

+
;   b) 3

x y−
;  c) 1

7x +
;    d) xy

x y+
. 

Bài 14. a) 2, 12x x= − = ;  b) 1x = − ;  c) 3
5

x = ;  d) 105
16

x = . 

Bài 15. a) Vô nghiệm;  b) 1x = − ;  c) 1
2

x = ;  d) 3
2

x = . 

Bài 16. Ta có: ( )
4

4 4 4

2

55 4 1 2 4 2.
4

xx x x
x
+

+ = + + ≥ + ⇒ ≥
+

 

 Dấu “=” không xảy ra nên ta có đpcm.  
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--------------------------------------- 

VẤN ĐỀ 6. 

Bài 1. a) 7x ;  b) 2 2y− ;  c) 5x x ;  d) 24 3y . 

Bài 2. a) 213x ;  b) 22x− ;  c) 15x ;  d) 15x− − . 

Bài 3. a) 13x ;   b) 2 3y− ;  c) 9 9x ;  d) 44 3y . 

Bài 4. a) 213x ;  b) 23x− ;  c) 2 7y ;  d) 2 7y− − . 

Bài 5. a) 5 2 4 3> ;     b) 5 1 16
2 6 37

> ;   

 c) 2 29 3 13< ;   d) 5 3 32
4 2 2

> . 

Bài 6. a) 2 6;  29;  4 2;  3 5.   b) 38;  2 14;  3 7;  6 2. 

Bài 7. a) 3 5 2 7> ;     b) 3 1 16
2 3 14

> ;   

 c) 3 21 2 47> ;   d) 5 23 14
9 7

< . 

Bài 8. a) 7 2;  5 2;  2 8;  28.   b) 5 30;  2 40;  3 8;  2 5.  

Bài 9. a) 4 3 ;   b) 7 a− . 

Bài 10. a) 8a− ;   b) 39a− ;  c) 2 3 ;  d) 0 . 

Bài 11. a) 4 6− ;   b) 4a− . 

Bài 12. a) 7a ;   b) 2x− ;  c) 2x ;  d) 2x− . 

Bài 13. a) 6
3

;  b) 5
5

x ;  c) 5
7

a ab
b

;    d) 7 3xy− . 

Bài 14. a) 2 5 ;   b) 6
3

− ;  c) 10 6
2
+ ;    d) 2 3− . 

Bài 15. a) – 115 ;    b) 1
2

;   c) 1;     d) 10
7

. 

Bài 16. a) 14
7

;    b) 31
31

x ;  c) 5
7

b b
a

;    d) 7 13xy− . 
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Bài 17. a) 5 ;    b) 2
2

;  c) 3 3 2 2
19

− + ;   d) 3 5
2
− . 

Bài 18. a) 2 ;   b) 4;   c) – 1 ;     d) 
5 3 2 2+ − − . 

Bài 19. a) 5 ;    b) 19 11 7− − ; c) 14;    d) 2 11 3 7
19

− + . 

Bài 20. a) 25a ;   b) x  ;   c) – 1 ;     d) 6. 

Bài 21. a) 25;    b) 5
5

;  c) 2 2 6− ;    d) – 2 . 

Bài 22. a) 10 ;   b) 23 3
15

;  c) 4 7 ;    d) 48 . 

Bài 23. a) 1
2

;    b)2 ;   c) 0 ;     d) 2. 

Bài 24. a) 9x = ;   b) 4x = ;  c) 64x = ;  d) 6x = . 

Bài 25. a) 3
2

x = − ; 7
2

x = . b) 9x = ;  c) 2;x =   d) 3x = . 

Bài 26. a) 0x y= = ;  b) 0; 4; 2x y z= = = ;   

Bài 27. 1n − . 

Bài 28. 1 1 1 1 2A x x> − − + − + = . Dấu “=” xảy ra khi 1 2x≤ ≤ . 

Bài 29. Chú ý: ( )1 2 2 1
1

k k
k k k
> = + −

+ +
. 

Bài 30. Xét 2002 2003 1 12003 2002 0
2003 2002 2002 2003

   − + − = − > ⇒   
   

đpcm. 

--------------------------------------- 

VẤN ĐỀ 7. 

Bài 1. a) 8 2 ;    b) 9 2
2

;  c) 3 ;    d) 5. 

Bài 2. a) 6 5a + ;    b) 2 a ;   

Bài 3. a) 7
6

a ;    b) 22;   c) 2;    d) 10. 
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Bài 4. a) 1
3

;     b) 12 a a a− ; 

Bài 5. a) Học sinh tự làm.   b)  
2

2

.
.

a ba bVT a VP
b a b
+

= = =
+

 

Bài 6. a) 
( )
( )

6 2 1 6 6 1 6 1 3. 2 6 . .
3 2 26 62 2 1

VT VP
 −   = − = − = − =   −   

 

b) 
( )( )

4 4 2 .
2

ab b bVT VP
a ba b a b

+
= = =

−− +
 

Bài 7. a) 1
3

xM
x
+

=
−

   b) 1 2 2M = −   

Bài 8. a) 7
6

A =    b) 4x =    c) B < 1  d) 5x = . 

Bài 9. a) 1
1

xP
x
−

=
+

   b) 0 9x≤ <  và 1x ≠   c) 4x =   d) 0x = . 

e) min 1P = −  khi 0x =  

Bài 10. )17 3 ; ) 6 ; ) 5; ) 6 3a b c d −  

Bài 11. 15 7 1) ; ) 4; ) ; ) 0
7 2

a b c d−   

Bài 12. { }1 3 2 3) ; ) ; ) 4; ) 1; ) 0; 4; 9
31

xa Q b c x d x e
x
+ +

= = >
−

  

Bài 13. 
2( 1) 3( 3 1)) ; ) ; ) 4

2
xa P b c x

x
+ +

= =   

Bài 14. min
1 1) ; ) 0 1; ) 0

22
xa P b x c P khi x
x
−

= ≤ ≤ = − =
+

  

Câu 15. min
3 7 3 5) 1; ) 0 ; )
4 2

a P x x b P khi x c x ±
= − + = = =   

Bài 16. min
5) , ; ) 1; ) 0
33 5

x xa A B b P c P khi x
x x

= = < = − =
+ −

  

VẤN ĐỀ 8 
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Bài 1. 21) 3 ; ) ; ) 4 ; ) 2
5

a b c a d ab−   

Bài 2. 3)11 3; ) 2a b   

Bài 3. ) 1; ) 4a A b B= =   

Bài 5. 
3 33 9 3) 20 ; ) 27; ) ; ) 5 1

2
a b c d x− −

+   

Bài 6. 3) 5 1; ) 3 1; ) 1; )18 3 2a b c d+ + − +  

Bài 7. ) 2 2; ) 3 ; ) 1; ) 2a b c d−   

Bài 8. ) ; )a A B b A B> >   

Bài 9: A B<   

Bài 11. ) ; ) ; ) ; )a A B b A B c A B d A B> > < <   

Bài 10. ) 63 ; ) 1a x b x> − > −   

Bài 12. A B=   

Bài 13. 61 2) ; )
12 9

a x b x< − >   

Bài 14. 10) 13; )
3

a x b x= =   

Bài 15. ) 3; ) 14 ; ) 5a x b x c x= = − =   

Bài 16. { } { }) 0;1; 2 ; ) 6; 5; 4a b − − −   

Bài 17. 15) 1; ) ; ) 2
2

a x b x c x= = − =   

Bài 18. 2 2 21 7) 8; ) ; ) ; ) 4
5 6

a b c ab d a b−
− −   

Bài 19. 45) 6 ; ) 3 ; ) 1; ) 2 1
8

a b c x d x− + +   

Bài 20. 3)18; ) 7 ; ) 3; ) 6 16 2a b c d− +   

Bài 21. ) 2; ) 2 2; ) 3 1; ) 2a b c d+ −   

Bài 22. ) 2 1; ) 3 1; ) 5 ; )1a b c d+ −   
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Bài 23. 29) 0 ; )
3

a x b x= =   

Bài 24. { } { }) 1; 2; 3 ; ) 2; 1a b − −   

Bài 25. ) 1; ) 2, 7a x b x x= = − =   

ÔN TẬP CHỦ ĐỀ 1 ( PHẦN 1) 

Bài 1. 2 3) ; ) ; ) ; ) ; ) ; )1 2
3 2

a x b x c x d x e x g x≤ ∈ ∈ ∈ > − ≤ ≤     

Bài 2. 1) 2; ) 3 5; ) 2
2

a x b x c a≤ ≤ ≤ < ≤ −  hoặc 2x ≥  ;  ) 0;d x ≥  ) 0e x ≤  và 1x ≠  ; ) 0g x ≥  và 

4x ≠  

Bài 3. ) 5 3; ) 10 2; ) 6 3; ) 19 11 7a b c d− − − −   

Bài 4. 6 23 3) 8 2; ) ; ) 6 2; )
6 15

a b c d−   

Bài 5. 23) ; ) 6; ) 3; )1
5

a b c d−   

Bài 6. ) 1; )10; ) 6; ) 21a b c d−   

Bài 7. 3 5 3 6 3 2) ; ) 6; ) 7 4 3; ) 3 2; ) 3 2 2; )
5 2

a b c d e g −
+ − +   

Bài 8. 6 23 3) 2; ) ; ) ; ) 4
2 15

a b c d− −   

Bài 9. )1; ) 7; ) 2 1; ) 2a b c d− −   

Bài 10. ) 10; )14; ) 4; )1 5a b c d +   

Bài 11. 81) 2; ) 15; ) 1; )
2

a x b x c x d x− = = − =   

Bài 12. ) 0a x =  hoặc 6;x =  9) 1; ) ; ) 3
2

b x c x d x= = =   

Bài 13. a) Vô nghiệm; 19) 0; ) 2; )
4

b x c x d x= = =   

Bài 14. a) Vô nghiệm; b) Vô nghiệm; ) 0c x =  hoặc 2 ;
3

x =  ) 4d x =   

Bài 15. 25) ;
4

a x =  b) Vô nghiệm; c) Vô nghiệm; 25)
9

d x =   
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Bài 16. ) 1; ) 3; ) 3; ) 3a x b x c x d x= − = − = − =   

Bài 17. A) Vô nghiệm;  3) ; ) 2, 3, 4; ) 1, 5
2

b x c x y z d x y= = − = = = =   

Bài 18. ) 1; ) 1; ) 5; ) 2a x b x c x d x= = = =   

Bài 19. ) 0 4; ) 1; ) 4; ) 0; 1a x b x c x d x x≤ < > ≥ ≥ ≠   

ÔN TẬP CHỦ ĐỀ 1 ( PHẦN 2) 

Bài 1. { } { }) 1; 4;16; 25 ; ) 0; 4;16; 36;144a x b∈   

Bài 2. { }) 0; ) 4;16;100a x b x= ∈   

Bài 3. min min) 2 4; ) 6 4;a A khi x b B khi x= − = = − =   

min min
1 1) ; ) 3 1 1
4 4

c C khi x d D khi x= − = = + =  

Bài 4. min min
1) 0; ) 2 2 2 1
3

a E khi x b F khi x= − = = − =   

Bài 5. ) 3 1; ) 8 9;max maxa M khi x b N khi x= = = =   

4 1 5) ; 0
3 4 3max maxc P khi x Q khi x= = = =    

Bài 6. 3 3) ; ) ;
7 3

xa B b A
x

= =
−

 ) 0c x =  hoặc 4x =   

Bài 7. 1) ; ) 0; ) 0; ) 1; ) 1 0
1 max

xa P b x c x d P e P khi x
x
−

= = = < = − =
+

   

Bài 8. { }min
( 1)) ; ) 1; ) 9 4; ) 4; 0; 9

1
x xa E b x c E khi x d x

x
+

= > = = ∈
−

 e) Vô nghiệm 

Bài 9. 1 1) ( 1); ) 3 3 5; )
4 4maxa P x x b P c P khi x= − − = − = =   

Bài 10. 1 5 2 5) ; ; ) 1
22( 1)

xa B B c x
x
− −

= = =
+

  

Bài 11. min
16 42 22 3) ; ) 4; ) 4 4; )

23
xa P b x c P khi x d

x
+ −

= = = =
+

  

Bài 12. 2 2 1 10 3 5 2 3) ; ) ; ) ; ) 0, 4;
5 21

a P b c x d x x
x
− − +

= = = =
+
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min) 0 3 1; ) 1 0e x g P khi x≤ ≤ − = =  

Bài 13. 2 1) ;xa P
x
+

=  b) Vô nghiệm; 5) ; ) 0 1; ) 1;
2

c P d x e P= < < >  f) Không có GTLN 

Bài 14. 38 2) ; ) ;
43 1

a B b A
x x

= =
+ +

 ) 0 1c x≤ ≤  hoặc 9x ≥   

Bài 15. 
2( 1) 3 3 3) ; ) ; ) 4

2
xa P b c x

x
+ +

= =   

Bìa 16. 1 1) ; ) 9
9maxa P b P khi x y

xy
= = = =   

Bài 17. ) 3, 2008, 2011; ) ( 3 1 )( 3 1 1) 0 1a x y z b x x x x x= = − = − − − − + = ⇔ =  hoặc 2 5
2

x ±
=    

Bài 18. Ta có 20736 2 2maxM khi a b= = =   

Bài 19. 2 5 , 2 5 , 2 5a x b y c z− = − = − =  Biến đổi P  theo , ,x y z  ta được 

min
33 25
4

P khi a b c= = = =   

Bài 20. Ta có 2 2 2) 1 ( )( )
2

a b ca a ab bc ca a a b a c + +
+ = + + + = + + ≤   

Áp dụng tương tự với 2 21 1b va c+ +   

Bài 21. min
3 1
2 2

A khi a b= = =   

Bài 22. min 9 1A khi x y= = = −   

Bài 23. Ta có 1( 1) 1
1

VT a
a

= − + +
−
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CHỦ ĐỀ 2. HÀM SỐ BẬC NHẤT 
VẤN ĐỀ 1 

Bài 1. 1 1) ( 3) 9; ( ) ; (0) 0; ( 1) 4; ( 2) 5; (3) 0
2 4

a f f f g g g− = − = = − = − = =   

3)
2

b a −
=  hoặc 1a =   

Bài 2. 3 9) ( 0, 4) 0,32; ( 1,4) 0,6; ( 1) 2; ( ) ; (2) 8
4 8

a g h g g g−
− = − − = − = = − −   

)b m∈∅   

Bài 3. a) Học sinh tự vẽ 

b) D  và F  thuộc đồ thị 

Bài 4. a) Học sinh tự vẽ 

b) B  thuộc đồ thì 

Bài 5. a) Học sinh tự vẽ 

b) F  thuộc đồ thị 

Bài 6. : 3d y x= −   

Bài 7. a) Nghịch biến; b) Đồng biến 

Bài 8. a) Nghịch biến; b) Đồng biến 

Bài 9. a) Đồng biến; b) ,  ,  A C D  thuộc đồ thị; B  không thuộc đồ thị 

Bài 10. a) Đồng biến; b) Nghịch biến 

Bài 11. a) Nghịch biến; b) Đồng biến 

Bài 12. a) Học sinh tự vẽ 

) 3,5b y x=  đồng biến 3,5y x= −  nghịch biến 

c) Hai đồ thị đối xứng nhau qua trục Ox  và trục Oy   

Bài 13. a)Hoc sinh tự vẽ 

b) ) (2; 4), (4; 4); ) 2 2 5 4 2; 4OAB OABi A B ii C S= + + =   

Bài 14. Học sinh tự vẽ 

Bài 15. a) Học sinh tự vẽ 
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) (5; 5), (10; 5)b A B− −   

25) 5(1 5 2);
2OAB OABc C S= + + =   

Bài 16. 1) 2; ) ; )
2

a m b m c= − = ∅   

Bài 17. 4 1 1 5 1 10) ( 2) ; (0) 0; ( ) ; ( 2) ; (0) 3; ( )
3 2 3 3 2 3

a f f f g g g−
− = = = − = = =   

b) Hơn nhau 3  đơn vị 

Bài 18. Tương tự bài 17 

Bài 19. { }1) 0, 1; ) 3 2 3, ; ) 0; 4; 9 ; ) 0
1

aa x x b c x d x
a
−

> ≠ − − ∈ =
+

  

Bài 20. ) 10; ) 2a a b a= − =   

Bài 21. a) Học sinh tự vẽ;  

b) không có điểm nào thuộc đồ thị 

Bài 22. ) ( 2;1); ) (2;1); ) ( 2; 1); ) 8ABCDa B b C c D d S− − − =   

Bài 23. a) Đồng biến; ) 2; ) 1 2b y c x= = − −   

Bài 24. a) Đồng biến; b) Nghịch biến; c) Lưu ý: 3 3 2 2
1 2 1 2 1 1 2 23( 1) 3( 1) 2( )( )x x x x x x x x− − − = − − +  

nên hàm số đồng biến 

Bài 25. a) Học sinh tự vẽ hình; 1 2) (2; 6); ( 2; 6)b A A − −   

Bài 26. 3 3) ; ) 1; )
4 2

a m b m c m= = − =   

VẤN ĐỀ 2 

Bài 1. Đồng biến: c; Nghịch biến: a, b. 

Bài 2. ) 5; ) 1a m b m< ≠ ±   

Bài 3. Đồng biến: b; Nghịch biến: a, c. 

Bài 4. 3 5 4) ; ) ;
2 2 3

a m b m m> ≠ − ≠   

Bài 5. 3 3) ; )
2 2

a m b m> <   

Bài 6. 1 37m≤ ≤   
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Bài 7. Chú ý 2 21 31 ( )
2 4

m m m− + = − +   

Bài 8. 7 7) ; )
5 5

a m b m< >   

Bài 9. 5 5m− < <   

Bài 10. 3 3) , 1; ) 1
2 2

a m m b m> < − < <   

Bài 11. Tương tự bài 7 

Bài 12. Đồng biến: b, d; Nghịch biến : a, c 

Bài 13. 3) 0, ; ) 0, 1
7

a m m b m m≠ ≠ ≠ ≠   

Bài 14. ) 2; ) 2a m b m> <   

Bài 15. Tương tự bài 7 

Bài 16. 5 5) ; )
4 4

a m b m< >   

Bài 17. ) 1, 4; )a m m b m< > ∈∅   

VẤN ĐỀ 3 

Bài 1. a) Học sinh tự vẽ; ) (3; 4), ( 3; 2)b A B −   

Bài 2. a) Học sinh tự vẽ; ) ( 1; 0), (3; 0), (1; 2)b A B C−   

Bài 3. a) Học sinh tự vẽ; 14) ( 3; 4), ( 5; )
3

b A B− −   

Bài 4. a) Học sinh tự vẽ; ) (1; 0), ( 3; 0), ( 1; 2); ) 4 4 2, 4ABC ABCb A B C c C S− − = + =   

Bài 5. ) ) 3, ) 4; ) ( 1; 2)a i m ii m b I= = −   

Bài 6. 1) (3; ); )
2

a I b m∈∅   

Bài 7. 7
3

m = −   

Bài 8. ) ) 1, ) 5; ) (1; 3)a i m ii m b I= = −   

Bài 9. ) (6; 4); )a I b m− ∈∅   
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Bài 10. 7
3

m = −   

Bài 11. 1 2 3) ( 1; 3); ) ( 1; 3)a A b A d d d− − = ∩ ∈ ⇒  đpcm 

Bài 12. ) ( 1; 2); ) 7a I b m− − =   

Bài 13. 3) (2; 2); )a I b I d− ∈   

Bài 14. 7) (2; 5); )
3

a I b m =   

Bài 15. a) Học sinh tự vẽ; 3 3) ( ; )
2 2

b M − −   

Bài 16. a) Học sinh tự vẽ; 15 11 15 1) ; , ;
2 2 2 2

b A B −   
   
   

  

Bài 17. a) Học sinh tự vẽ; 1 2 7 21 7 5 14 2 49) ;0 , (3; 0), ; ; ) ,
2 3 3 6 18ABC ABCb A B C c C S+ +   − = =   

   
  

Bài 18. 15) ) , ) 4; ) (1; 5)
2

a i m ii m b= − =   

Bài 19. 1) (3; ); )
2

a I b m−
∈∅   

Bài 20. 7
3

m −
=   

Câu 21. 1) ( 2; 4); )
4

a I b m= − = −   

Câu 22. ) (1; 2); ) 6a I b m= − = −  

VẤN ĐỀ 4 

Bài 1. a và e; b và d; c và g 

Bài 2. 1 1 1) ; ) , 3; ) , 3
2 2 2

a m b m k c m k≠ = ≠ = = −   

Bài 3. 1) 1; )
5

a m b m= =   

Bài 4. 1 3 1 2) ( 1; 4); ) / / 0 ; ) 2 2a A b d d m d d c m− − ⇔ = ⇒ ⊥ = ±   

Bài 5. a và e; b và g; c và d 
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Bài 6. 1) 2; ) 2; ) 0 ; )
2

a m b m c m hoac m d m≠ = − = = ∈∅   

Bài 7. 1m = −   

Bài 8. 1 1 13 1 1 7 91) ; 5 , ; ; ) 1; ) , 1, ;
4 3 3 3 3 5 5

a B b m hoac m c m m M− − − −     − = = ≠ ≠     
     

  

Bài 9. ) 2; ) 2; ) 0a a b a c a= − = =   

Bài 10. ) 3; ) 3; ) 3a b b b c b= − = − =   

Bài 11. 3) ( ) : 3; ) ( ) : 5 7; ) ( ) : 4 2
2

a d y x b d y x c d y x= + = − − = +   

Bài 12. 5) 4; ) ; ) 10,8
16

a a b a c−
= − = −   

Bài 13. a) Đồng biến khi 2m >  nghịch biến khi 2m <  ; 
5 3) 5; ) ; ) ; ) 0; ) 0
3 4

b m c m d m e m g m= = = = =   

Bài 14. ) 8 5; ) 2 10; ) 7a y x b y x c y x= − = − − = − +   

Bài 15. 1) 3; ) 3; ) 1; )
2

a m b m c m hoac m d m≠ = = = ∈∅   

Bài 16. 1 2 2 3) / / ; )a d d b d d⊥   

Bài 17. 3) ; ) 1
2

a m b m= − = −   

Bài 18. 1 1 1) ;1 ; ) (0; 3); ) ; ; ) ( 2; 0)
2 2 2

a A b B c C d D   − − −   
   

  

Bài 19. 1 2
1) ; ) 0
2

a d d b m hoac m⊥ = − =   

Bài 20. 3 5 1 1) 2 3; ) ; )
2 2 3 3

a y x b y x c y x= + = − = − −   

Bài 21. ) (1; 3); ) ) 1, ) 1, ) 2a I b i m ii m iii m= − = = −   

VẤN ĐỀ 5 

Bài 1. Hệ số góc 3
2

  

Bài 2. Hệ số góc 2   

Bài 3. a) Hệ số góc 3  ; b) Hệ số góc 2   
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Bài 4. Hệ số góc 2   

Bài 5. Hệ số góc 2−   

Bài 6. 9 1) ; )
2 2

a b −
−   

Bài 7. 0 90o oα< <  và tan 2α =   

Bài 8. 60oα =   

Bài 9. 0 90o oα< <  và tan 4α =   

Bài 10. 30oα =   

Bài 11. ) 5 10; ) 3a y x b y x= − − = +   

Bài 12. 3) 1 3; ) 3 3
3

a y x b y x= − − = +   

Bài 13. ) 2; ) 3 3a y x b y x= + = +   

Bài 14. 2 2) ; )
3 2

a b−   

Bài 15. Học sinh tự làm 

Bài 16. a) Học sinh tự vẽ hình; 0) 45 ,120 ,15o ob   

Bài 17. Học sinh tự làm 

ÔN TẬP CHỦ ĐỀ 2 

Bài 1. 5 1) 3, 2; ) 1, 2; ) ,
3 3

a a b b a b c a b= = − = − = = − =   

Bài 2. 7 9 27 9 9 17 45 81) ; ) ; 0 , ; 0 ; ,
2 8 8 2 8 8ABC ABCa m b A B C S+   = − = + =   

   
  

  ) 53,13 , 50,91 , 75,96o o od ABC BCA BAC= =   

Bài 3. 4m = −   

Bài 4. Viết phương trình các đường thẳng ,AB AC  và chúng minh chúng không vuông góc 

Cách 2. Tính khoảng cách các đoạn thẳng , ,AB BC AC  và sử dụng định lý pitago đảo 

Bài 5. ) 2 1;a y x= +  b) A  thuộc đường thẳng BC   
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Bài 6. a) Học sinh tự vẽ hình; b) đồng biến khi 3m < −  hoặc 3m >  , nghịch biến khi 
3m <   

) 3; ) 3c m d m= ± = ±   

Bài 7. { }) 1; ) 2; ) 1; 0; 2a m b m c= = −   

Bài 8. 2 9
5 5

y x= +   

Bài 9. 1 ; 0
2

 
 
 

  

Bài 10. (0;1)   

Bài 11. 2m = −   

Bài 12. 4 3m = − −   

Bài 13. 11
2

m hoac m= − =   

Bài 14. a) Học sinh tự vẽ; ) ( 2; 0), (0; 2), ( 4; 6); ) 12ABCb A B C c S− − =   

Bài 15. ) ( 1; 5); ) 5 2 6a M b m− = − ±   

Bài 16. 5 3
2 2

m hoac m= − =   

Bài 17. ) 3; ) 0a m b m= ± =   

Bài 18. 1m =   

Bài 19. 3 3
2

y x= +   

Bài 20. ) 1, 2; )a a b b A BC= = ∈   

Bài 21. 3y x= − +   

Bài 22. ) 2 1; ) 2 3a m hoac m b m= − = = ±   

Bài 23. 2y x= +  . Chú ý OM  là đường phân giác góc phần tư thứ II. Do đó đường thẳng qua 
M  và tạo với ,Ox Oy  một tam giác vuông cân khi và chỉ khi đường thẳng đó vuông góc với 
OM   

Bài 24. (3; 7)M   

Bài 25. 0m =   
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Bài 26. a) Do 1 2d d⊥  nên MAC∆  vuông tại M  ; 16)
5MACb S =   

Bài 27. 2

8 8
( 1) 1OABS
m

= ≤
− +

  

Bài 28. 6) (1; 2); )
5

a M b m− =   
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CHỦ ĐỀ 3. HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC 
VẤN ĐỀ 1 

Bài 1. Hình 1: 3,6; 6,4;x y= =   Hình 2: 7,2; 12,8x y= =  ; Hình 3: 35 74 ; 74
74

x y= =   

Bài 2. ) 1,8; 3, 2; 2, 4; 5a BH CH AH BC= = = =   

) 15; 20; 25; 12b AB AC BC AH= = = =   

Bài 3. 5, 4; 9,6BH HC= =   

Bài 4. 4,5; 8BH CH= =   

Bài 5. 5; 2 5x y= =   

Bài 6. ) 1,8 ; 3,2 ; 2,4 ; 4a BH cm CH cm AH cm AC cm= = = =   

) 65 ; 156 ; 169 ; 25b AB cm AC cm BC cm BH cm= = = =   

25 144) 5 , 13 , ,
13 13

c AB cm BC cm BH cm CH cm= = = =   

Bài 7. 50 , 72BH cm CH cm= =   

Bài 8. 9 , 16BH cm CH cm= =  

Bài 9. 32 225,
17 34

BH cm CH cm= =  

Bài 10. ) 7,5 ; 10 ; 12,5 ; 8a AB cm AC cm BC cm HC cm= = = =   

) 3 3 ; 6 3 ; 9b AH cm AC cm CH cm= = =   

Bài 11. 2150S cm=   

Bài 12. ) 3,6 ; ) 4,8 ; 2,7a AH cm b BH cm CH cm= = =   

Bài 13. Đường cao: 6,72  ; Độ dài hai đoạn chia cạnh huyền: 1,96; 23,04   

Bài 14. 75 ; 21
7

HB cm HC cm= =   

Bài 15. 9 ; 20 ; 15AB cm BC cm BD cm= = =   

VẤN ĐỀ 2 

Bài 1. 2) . . ( ); ) ( . . )a CD CM CE CN CH b CMN CDE c g c= = ∆ ∆”  vì C  chung và CM CN
CE CD

=   
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Bài 2. ) ( . . )a ADI CDL g c g DI DL DIL∆ = ∆ ⇒ = ⇒ ∆  là tam giác cân 

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1)b
DI DK DL DK DC

+ = + =   

Bài 3. 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2) ( ) ( )a AB CH BH AH CH BH AH CH BH AC+ = + + = + + = +   

b) Làm tương tự câu a) bài 1, có 2. . ( )AM AB AN AC AH= =   

Bài 4. 2 2 2

1 1 4 4
OA OB AC BD

+ = + ⇒  đpcm 

Bài 5. 120) 17; )
17

a BD b AH= =   

 

2

) ( . ) ( . )

. .

c BHI KCI g g HBI IKC HKD g g
HK HD HK HI HD HB AH
HB HI

∆ ∆ ⇒ = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇔ = =

” ” HBI
  

Bài 6. 2100 1250) 9 , 16 ; ) 12, ; )
3 3ABCa OB cm OD cm b OA AC c S cm= = = = =   

Bài 7. 
4 32 2 2 2

) : : . .EB HB HC AB AC AC AB AC ABa
FC AB AC BC BC AB AC AB AC

     = = = =     
    

  

2 2
2 4 31) . . . . .( . ) .

.
HB HC BCb BC BE CF BC HB HC AH AH
AB AC AB AC AH

= = = =   

Bài 8. a) AH  là đường trung bình của 2BCD BD AH∆ ⇒ =   

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1)
4

b
BK BC BD BC AH

= + = +   

VẤN ĐỀ 3. 

Bài 1. ) 6a DE cm=  ; b) Chứng minh M  là trung điểm của ,BH N là trung điểm của CH   

) 19,5c S cm=   

Bài 2. 
2

2

.)

.
AB HB BC HBa
AC HC BC HC

= =   

4 32 2 2 2

) : : . .BD HB HC AB AC AC AB AC ABb
EC AB AC BC BC AB AC AB AC

     = = = =     
    

   

2 2
2 4 3 31) . . . . ( . ) . .

.
HB HC BCc BD CE BC BC HB HC AH AH DE
AB AC AB AC AH

= = = = =   
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 

22 2 2
33 32 2 2 3 3 3

2 2 2

2 3 22
3

2

2
2

2 2

) 1 1

.sin ( )

BC BD BC ABd BC BD CE
CE CE CE AC

BC BC BC BC AC CE
CE AC CE AC BC AC

CE AC HCABC cos ACB dpcm
AC AC

 = + ⇔ = + ⇔ = + 
 

       ⇔ = ⇔ = ⇔ =       
       

⇔ = = =

  

Bài 3. ) 3,6 ; 6 ; 4,8 ; 10a BH cm CH cm AH cm BC cm= = = =   

) 3,6 ; 6,4 ; 4,8 ; 8b BH cm CH cm AH cm AC cm= = = =   

Bài 4. Cạnh huyền: 100 cm  ; các cạnh góc vuông: 60 cm  và 80 cm   

Bài 5. 22 ; 12,6HB cm HC cm= =   

Bài 6. 234560 204,5
169

S cm= ≈   

Bài 7. ) 4 , 2 5 , 4 5 , 10a AB cm AB cm AC cm BC cm= = = =   

5 281 281 25) , 281, ,
16 16 16

b AB AC BC BH= = = =   

Bài 8. 9 , 16BH cm CH cm= =   

Bài 9. Tương tự bài 3 

Bài 10. 35 21 5 81,95P cm= + ≈   

Bài 11. 2150S cm=   

Bài 12. ) 6 ; 4,8 ; 3,6 ; 6,4a BC cm CK cm BK cm AK cm= = = =   

2) . .b CB CH CK CACI= =   

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1)c
KM HK KI CH CI

= + = +   

2 4 32 2 2 2

) : : . .AI KA KB AC BC BC AC BC ACd
BH AC BC AB AB AC BC AC BC

     = = = =     
    

  

VẤN ĐỀ 4. 

BÀI 1. 3sin ; 41; 3
5

B OK OH= = =   

Bài 2. 12 5) sin 0,9231; sin 0,3846
13 13

a B C= ≈ = ≈   
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4 3) sin 0,7559; sin 0,6547
7 7

b B C= ≈ = ≈   

Bài 3. a) Vì 2 2OK =   

10 15 6 3) sin ; cos sin ; tan cot ; cot tan
5 5 3 6

b B cosA B A B A B A= = = = = = = =   

Bài 4. 4 3cos 0,8; sin 0,6; cot ; tan
3 4

C C C C= = = =   

Bài 5. 8; 89AC BC= =   

Bài 6. 3 4 3 4sin cos ; cos sin ; tan cot ; cot tan
5 5 4 3

B C B C B C B C= = = = = = = =   

Bài 7. a) Vì 18 13
13

HN =   

10 15 6 3) sin cos ; cos sin ; tan cot ; cot tan
15 5 3 6

b B C B C B C B C= = = = = = = =   

Bài 8. 3 4sin 0,8; cos 0,6; cot ; tan
4 3

C C C C= = = =   

Bài 9. 5 13;
3 2

AC BC= =   

Bài 10. O Oy∈   

Bài 11. 72; 12 61AC BC= =   

Bài 12. 2 6 6sin ; tan 2 6; cot
5 12

α α α= = =   

Bài 13. ) 9; 15a AC BC= =   

) 9 17; 5b AC AC= =   

Bài 14. ) 5 3; 5a AB AC= =   

)b ANBM  là hình chữ nhật vì / / ;AN BM AN BM=   

) ( )c MAB ACB g g∆ ∆ −”   

VẤN ĐỀ 5. 
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Bài 1. ) sin 20 sin 70 ; ) cos 60 cos 70 ; ) tan 73 20 ' tan 45 ; ) cot 20 cot 37 40 'o o o o o o o oa b c d< > > >  Bài 2. 
) cot 71 ( tan19 ) cot 69 15'( tan 20 85') tan 28 tan 38 tan 42o o o o o o oa = < = < < <   

0) cos 79 13' sin10 87 ' sin 32 sin 38 cos51 sin 39o o o o ob = < < < =   

Bài 3. ) sin 40 sin 70 ; ) cos80 cos50 ; ) tan 73 20 ' tan 65 ; ) cot 53 cot 37 40 'o o o o o o o oa b c d< < > <   

Bài 4. 0) cot 79 15' tan10 85' tan12 tan 28 cot 61 ( tan 29 ) tan 58o o o o o oa = < < < = <   

) cos85 cos 67 ( sin 23 ) cos 63 41' (sin 26 59 ') sin 56 sin 74o o o o o o ob < = < = < <   

Bài 5. Dựng một tam giác vuông có 

a) Độ dài cạnh góc vuông là 3, cạnh uyền là 5, góc đối diện với cạnh góc vuông đó là α   

b) độ dài cạnh góc vuông là 4, cạnh huyền là 7, góc giữa cạnh góc vuông va cạnh huyền đó là 
α   

c) Độ dài hai cạnh góc vuông là 3 và 2, góc đối diện với cạnh góc vuông có độ dài 3 là α   

d) Độ dài hai cạnh góc vuông là 5 và 6, góc đối diện với cạnh góc vuông độ dài 6 là góc α   

Bài 6. Dựng một tam giác vuông có 

a) Độ dài cạnh góc vuông là 2, cạnh huyến là 3, góc đối diện với cạnh góc vuông đó là góc α   

b) Độ dài cạnh góc vuông là 2, cạnh huyền là 5 góc giữa cạnh góc vuông với cạnh huyền đó là 
góc α   

c) Độ dài hai cạnh góc vuông là 3 và 2, góc đối diện với cạnh góc vuông có độ dài 3 là α   

d) Độ dài hai cạnh góc vuông là 4 và 5, góc đối diện với cạnh góc vuông độ dài 5 là góc α   

Bài 7. 32,5 ; 12,5BC cm AC cm= =   

Bài 8. 12 5) sin ; sin
13 13

a B C= =   

2 21) sin ; sin
77

b B C= =   

Bài 9. Dựng một tam giác vuông có 

a) Độ dài cạnh góc vuông là 1, cạnh huyền là 2, góc đối diện với cạnh góc vuông đó là α   

b) Độ dài cạnh góc vuông là 2, cạnh huyền là 3, góc giữa cạnh góc vuông và cạnh huyền đó là 
α   

c) Độ dài hai cạnh góc vuông là 4 và 5, góc đối diện với cạnh góc vuông có độ dài 4 là góc α   

d) Độ dài hai cạnh góc vuông là 4 và 5, góc đối diện với cạnh góc vuông có độ dài 4 là góc α   
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Bài 10. ) cos 62 ( sin 28 ) sin 34 sin 35 sin 45 cos 28 ( sin 62 )o o o o o o oa = < < < < =   

) cos 65 30 '( sin 24 74 ') cos59 ( sin 31 ) sin 47 cos37 ( sin 53 ) sin 72o o o o o o o ob = < = < < = <   

Bài 11. 1 1) ; )
2 2

a A b B= =   

Bài 12. 2 6 1cos ; tan ; cot 2 6
5 2 6

α α α= = =   

Bài 13. Tương tự Bài 14, Vấn đề 4 

Bài 14. ) 3; ) 2,5a A b= =   

Bài 15. Góc 2α  là góc AMH   

2

2 .) sin 2 2 2sin cosAH AH AB ACa
AM BC BC

α α α= = = =   

2
2

2

2)1 cos 2 1 2. 2cosHM HC HC ACb
AM AM BC BC

α α+ = + = = = =   

2
2

2

2)1 cos 2 1 2. 2sinHM HB HB ABc
AM AM BC BC

α α− = − = = = =   

VẤN ĐỀ 6. 

Bài 1. 20 3 10 3) , ;
3 3

a a c= =   

) 20sin 35 11,48, 20 35 16,38o ob b c cos= ≈ = ≈   

Bài 2.  

10) 115; sin 41,8 48,2
15

o oa c B B C= = ⇒ = ⇒ =   

 

12) 193; tan 59,7 30,3
7

o ob a B B C= = ⇒ ≈ ⇒ ≈   

Bài 3.  ) 35; 53,1 ; 36,9o oa a B C= ≈ ≈   

 

0) 8; 41,8 ; 48,2ob c B C= = =   

Bài 14. ) 2,95; 4,69; 49oa b a C≈ ≈ ≈   

) 9,53 ; 5,5; 30o ob c b B≈ = =   

Bài 5. 3,65 ; 7,3AN cm AC cm≈ ≈   

Bài 6. ) 3 3 ; 3 3 : sin80 5,28oa CH cm AC cm= = ≈   
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21) .3 3.6,92 17,98
2

b S cm= ≈   

Bài 7. 25,09S cm≈   

Bài 8. 27,66S cm=   

Bài 9. ) 3,12 ; 6,24; 60oa c a B≈ ≈ =   

) 10 2b a =   

Bài 10.   

10) 115; sin 41,8 48,2
15

o oa c B B C= = ⇒ ≈ ⇒ ≈   

 

12) 193; tan 59,7 30,3
7

o ob a B B C= = ⇒ ≈ ⇒ =   

Bài 11. ) 5,14 ; 6,13 ; 50oa a cm b cm C≈ ≈ =   

) 62 ; 9,4 ; 10,65ob A a cm b cm= ≈ ≈   

 ) 17 ; 61,93 ; 28,07oc b cm A cm C= ≈ ≈   

Bài 12. 2509,08S cm≈   

Bài 13. 224 9 3
2

S cm+
=   

Bài 14. ) 15 ; 20 ; 25 ; 12a AB cm AC cm BC cm AH cm= = = =   

)b ADHE  là hình chữ nhật 

2) 69,12 ; 33,6c S cm P cm= =   

Bài 15.  ) 4 ; 53,13 ; 36,87o oa AC cm B C= = =   

) 2, 25 ; 3,75b AD cm BD cm= =   

2) . .c BF BD BA BE BC= =   

VẤN ĐỀ 7. 

Bài 1. Chiều cao 6 75m m≈   

Bài 2. Độ dài 2,1 4,5
sin 28o m≈ ≈   

Bài 3. Chiều cao 5 tan 50 5,96o m= ≈   
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Bài 4.  59 44 'oBCA =   

Bài 5. 2) . . ( . . )a AE AC AH AD AB ABC AED c g c= = ⇒ ∆ ∆”   

) 3b DE cm=   



254) 56 ; )
13

o
ADEc ABC d S cm=   

Bài 6. )a  Vì 1 ; / / / /
2

EF CG AB EF CG AB= =   

)b CF BE⊥  mà / / 90oEG CF EG BE BEG⇒ ⊥ ⇒ =   

2

)
sin .ABCD

hc S
cosα α

=   

)
sin

hd AC
cosα α

=   

Bài 7. 21 22,73
22,5oBD cm

cos
= ≈   

Bài 8. ) 5 ; 5 3a AB cm AC cm= =   

)b AMBN  là hình chữ nhật    / / ( )CBM ABM NMB MN BC so le trong AMBN⇒ = = ⇒ ⇒  là hình 

chữ nhật 1
2

MN AB BC⇒ = =   

   

1) 30 ( . )
2

oc CBM ABM ABC ACB MAB ABC g g= = = = ⇒ ∆ ∆”  Tỉ số đồng dạng 1
2

AB
BC

=   

Bài 9. Tương tự bài 5 

Bài 10. a) Giả sử tam giác ABC  có  90oA <  , kẻ đường cao BH  ta có
 

1 1sin . . .sin
2 2ABC ABCBH AB A S BH AC S AB AC A= ⇒ = ⇒ =   

b) ABCD  là hình bình hành có  90 , 2 sino
ABCD ABOA ABD CBD S S AB A< ∆ = ∆ ⇒ = =   
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CHỦ ĐỀ 3. 

Bài 1. a) 18 13 12 13 27 133 13 ; ; ;
13 13 13

BC cm AH cm BH cm CH cm= = = =   

) 25 ; 20 ; 16 ; 12b BC cm AC cm HC cm AH cm= = = =   

132 99 176) 33 ; ; ;
5 5 5

c AB cm AH cm BH cm CH cm= = = =   

Bài 2. a) Đặt 9 ; 16 ; 15 ; 20BH cm CH cm AB cm AC cm= = = =   



2) 73,4 ; ) 84o
AHMb AMH c S cm≈ =   

Bài 3. 6 3) 6 3 ; 10,55
sin80oa CH cm AC cm= = ≈   

21) 6 3(6 1,83) 40,69
2ABCb S cm∆ = + ≈   

Bài 4. 12) 5 ;
5

a BC cm AH cm= =   

 ) 53,13 ; 36,87o ob B C≈ ≈   

15 20) ;
7 7

c BE cm CE cm= =   

Bài 5. 2) . .a AE AB AH AE AC= =   

9 7) ;
4 4

b AE BE= =   

2)
3

c FC cm=   

Bài 6.  

 

0

2 2

) ) 15 ; 48,59 ; 41,41
36 48) ;
5 5

9) 96 ; . 34,56
25

o

FOH
FNE FOH

FNE

a i NF cm MFN MNF

ii OM FO

S FO FHiii S cm S cm
S FN FE
∆

∆
∆

= ≈ ≈

= =

= = = ⇒ =

  

2) ( ) .MF MNb MFN FEM g g FM MN FE
FE FM

∆ ∆ − ⇒ = ⇔ =”   

Bài 7. a) Vì 2 2 2DE DF FE+ =   



ÔN LUYỆN TOÁN 9 THEO CHỦ ĐỀ, TẬP I 
 

143 
 

24 32) ;
5 5

b DK cm FK cm= =   

  

18) ; 90 ; 36 ,52 '; 53 8'
5

o o oc EK cm DKE KDE KED= = ≈ ≈   

30 40) ;
7 7

d ME cm MF cm= =   

 ) sin , sin . .DK DF DK DEe DFK DFE DE DF DK EF
DF EF DF EF

= = ⇒ = ⇔ =   

Bài 8. ) 3 ; 6 3a AB cm AC cm= =   

 ) 60oAB AB ACb cos ABC cos cos ACD
BD BC CD

= = = = =   

2 2 2

1 1 1)c
AH AC AD

= +   

Bài 9. ) ( . . )a ABE ADE g c g AE AF∆ = ∆ ⇒ =   

  

2) , 45 ( ) .o AF CFb F chung FAK FCA AKF CAF g g AF KF CF
KF AF

= = ⇒ ∆ ∆ − ⇒ = ⇔ =”   

293)
2AEFc S cm=   

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1)d AE AF const
AE AJ AF AJ AD

= ⇒ + = + = =   

Bài 10. ) 70 ( sin 20 ) sin 24 sin 45 35 ( sin 55 ) sin 78o o o o o o oa cos cos= < < < = <   

) tan16 ( cot 74 ) cot 57 76 ' cot 30 cot 24 tan80 ( cot10 )o o o o o o ob = < < < < =   

Bài 11. 0) 20 sin 65 ( 25 ) 28 sin 40 ( 50 ) 88o o o o o oa cos cos cos cos cos< = < < = <   

) cot 67 18'( tan 22 42 ') cot 28 36 '( tan 61 24 ') tan 32 48' tan 56 32 'o o o o o ob = < = < <   

Bài 12. 24 1) ; tan ; cot 24
5 24

a cosα α α= = =   

5 2 5) ; tan ; cot
3 25

b cosα α α= = =   

1 1 2) cot ; ; sin
2 5 5

c cosα α α= = ± = ±   
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1 1 3)tan ; sin ;
3 10 10

d cosα α α= = ± = ±   

Bài 13. 7tan 60 15'
4

oα α= ⇒ ≈   

Bài 14. 6,28 cm   

Bài 15. 4 2) 2; ) 3sin sina A b B α α= = +   

Bài 16. 4 4 2 2 2 2 2 2 2) sin (sin ) 2sin 1 2sina cos cos cos cosα α α α α α α α+ = + − = −   

6 6 2 2 3 2 2 2 2) sin (sin ) 3sin (sin )b cos cos cos cosα α α α α α α α+ = + = − +   

4 4 2 2 2 2 2) sin (sin )(sin ) 1 2c cos cos cos cosα α α α α α α− = + − = −   

Bài 17. 2 2 21 cos sin) (1 cos )(1 cos ) sin sin cos 1
sin 1 cos

x xa x x x x x
x x

−
= ⇔ − + = ⇔ + =

+
  

2 2sin (1 cos ) 1 2cos)
sin (1 cos ) sin (1 cos )

x x xb VT VP
x x x x
+ + +

= = =
+ +

  

c) Biến đổi tương tự câu a 

  



ÔN LUYỆN TOÁN 9 THEO CHỦ ĐỀ, TẬP I 
 

145 
 

CHỦ ĐỀ 4. ĐƯỜNG TRÒN 
VẤN ĐỀ 1. 

Bài 1. Gọi O  là trung điểm của BC O⇒  là tâm đường tròn đi qua ba điểm , ,A B C   

b) 1
2

OA OB OC OA BC ABC= = ⇒ = ⇒ ∆  vuông tại A   

bài 2. Gọi O  là trung điểm của BC  . Chứng minh , , ,B C D E  nằm trên ;
2

BCO 
 
 

  

bài 3. a) IFEK  là hình bình hành tâm O  có: , / /CH IK KE CH IK KE IFEK⊥ ⇒ ⊥ ⇒  là hình 
chữ nhật , , ,I F E K⇒  cùng thuộc ( );O OI   

b) Chứng minh KD DF KDF⊥ ⇒ ∆  vuông 

Bài 4. MNPQ  là hình chữ nhật tâm , , ,O M N P Q⇒  cùng thuộc ( );O OM   

Bài 5. Gọi , , ,E F Q P  lần lượt là trung điểm của , , ,MA MB MC MD  chứng minh tứ giác EFQP  
có hai góc đối có tổng bằng 180 , , ,o E F P Q⇒  cùng thuộc một đường tròn 

Bài 6. Trong hình thoi đường chéo này là trung trực của đường chéo kia. Do đó điểm E  là 
giao điểm của hai đường trung trực của hai cạnh AB  và AC  . Nên E  là tâm đường tròn ngoại 
tiếp của ABC∆  . Tương tự F  là tâm đường tròn ngoại tiếp của ABD∆  

Bài 7. a) Ta có:  90oACD C= ⇒  thuộc đường tròn đường kính AD  . Chứng minh 
 90oABD B= ⇒  thuộc đường tròn đường kính ,AD B C⇒  cùng thuộc đường tròn đường kính 
AD   

) 10b AD cm=   

Bài 8. a) Gọi O là trung điểm của BC  mà 1;
2

D O BC OB OD OC BDC ∈ ⇒ = = ⇒ ∆ 
 

 vuông tại 

D CD AB⇒ ⊥  . Tương tự BE AC⊥   

b) Xét ABC∆  có K  là trực tâm AK BC⇒ ⊥   

Bài 9. a) Gọi EF  là đường kính của ;
2

ABO 
 
 

 sao cho EF AB⊥  . Xét trường hợp C  chạy trên 

nửa đường tròn EBF  . Chứng minh  ( . . ) 90oOMB OHC c g c OMB OHC∆ = ∆ ⇒ = =  vậy M  chạy 
trên đường tròn đường kính OB   

b) Vì ( )  90oC O ACB∈ ⇒ =  hay AC BD⊥  mà CD CB ADB= ⇒ ∆  có AC  vừa là đường cao, vừa 

là đường trung tuyến nên ADB∆  cân tại A AD AB⇒ =  nên D  chạy trên ( ; )A AB   
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Bài 10. Gọi I  là tâm hình thoi. Chứng minh P  là trọng tâm của ABC∆  . Kẻ 
2 2/ /
3 3

BQ BPPQ AI BQ AB Q
AB BI

⇒ = = ⇒ = ⇒  cố định P⇒  thuộc đường tròn đường kính QB   

VẤN ĐỀ 2. 

Bài 1. 2 2 ( 1; 1)OA A= < ⇒ − −  nằm trong đường tròn ( ; 2); 5 2 ( 1; 2)O OB B= > ⇒ − −  nằm 

ngoài đường tròn ( ; 2); 2 ( 2; 2)O OC R C= = ⇒  nằm trên đường tròn ( ; 2)O   

Bài 2. ) 90 ;
2

o BCa BNC ON OB OC N O = ⇒ = = ⇒ ∈ 
 

  

 90 ; , , ,
2

o BCBMC OM OB OC M O B C M N = ⇒ = = ⇒ ∈ ⇒ 
 

cùng thuộc đường tròn tâm O   

)b ABC∆  đều có G  là trực tâm đồng thời là trọn tâm AOB∆  vuông tại O  có 
2

2 3.
2 4 2
a a aR ON OA a R A= = = − = > ⇒  nằm ngoài O   

1 1 3 3.
3 3 2 6

a aOG OA R G= = = < ⇒  nằm trong ( )O   

Bài 3. Áp dụng định lý pitago cho tam giác vuông ABC  ta có 13 6,5BC cm R cm= ⇒ =   

Bài 4. Gọi O  là giao điểm của AC  và BD  ta có , , ,OA OB OC OD A B C D= = = ⇒  cùng thuộc 
( ); 6,5O R cm=   

Bài 5. Gọi O  là giao của ba đường trung trực của ABC∆  . KHi đó O  là tâm đường tròn ngoại 

tiếp tam giác ABC  gọi H  là giao điểm của AO  và BC  ta có 2 2 33
3 3

AH AO AH= ⇒ = =   

Bài 6. a) Dựng đường thẳng d  là đường trung trực của cắt tia Ay  tại O  . Dựng ( );O OA  là 
đường tròn cần dựng 

Chứng minh: Vì O d∈  nên OA OB=  do đó ( ; )O OA  đi qua hai điểm ,A B  mà O Ay∈  nên 
đường tròn ( )O  thỏa mãn đề bài 

3 2)
2

b cm   

Bài 7. )a OB OC BD CD R OBDC= = = = ⇒  là hình thoi 

  ) 0ob CBO CBD ABO= = =   

)c ABC∆  có AO  vừa là đường cao vừa là đường trung trực nên ABC∆  cân tại A   
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Bài 8. a) Chứng minh  CMB DNC NCE CDN∆ = ∆ ⇒ =  mà 
    90 90 90o o oCDN NCE DCN NCE CEN+ = ⇒ + = ⇒ =   

) , , ,b A D E M  cùng thuộc đường tròn đường kính DM   

c) Gọi I  là trung điểm của CD  chứng minh / /AI MC ADE⇒∆  cân tại , ,A B D E⇒  cùng 
thuộc ( ; )A AB   

VẤN ĐỀ 3. 

Bài 1. a) Gọi H  và K  là hình chiếu vuông góc của O  trên AB  và 
. 41 ; 3CD OK cm OH MK cm= = =   

) 3 10b R =   

Bài 2. a) Gọi ,OH OK  là khoảng cách từ O  đến mỗi dây ta có 1OH OK cm= =   

) 10b R cm=   

Bài 3. Gọi ,OH OK  lầ lượt là khoảng cách từ O  đến ,AB AC  ta có 11 ; 2 2
2

OH OK= =   

Bài 4. Gọi 2 2 2( ) 4 ( ) 8 ( 4) 10OD x cm OM x cm x x x cm= ⇒ = − ⇒ = + − ⇒ =   

Bài 5. a) Gọi OH  là khoảng cách từ O  đến 4 3; 4
3

CD MH cm OH cm= ⇒ =   

4 39)
3

b OD cm=   

Bài 6. Gọi HK  là đường thẳng qua O  và vuông góc với , ,AB va CD H AB K CD∈ ∈   ta có 
3, 4 7OH OK HK cm= = ⇒ =   

Bài 7. Kẻ ,OE CD E CD⊥ ∈  ta có

11, 9 2 10; 7 3 6 , 12OC CE OE OM ME MC EC ME cm MD cm= = ⇒ = = ⇒ = ⇒ = − = =   

Bài 8. ) 4 , 9a HA cm HB cm= =   

212 13 216)
13 13CMHNb HM cm S cm= ⇒ =   

Bài 9. ) 19,2 14,4 5,6 20MH BKa BK AK KC BC cm
AM AB

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =   

)b CO  cắt AB  tại .2 16 ; . . 12,5CM CSE CE HM cm CM CA CO CE CO cm
CE

⇒ = = = ⇒ = =   
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VẤN ĐỀ 4 

Bài 1. Gọi I  là trung điểm của CD IC ID⇒ = . Xét hình thang ,AEFB I  là trung điểm của 
EF IE IF⇒ =  từ đó CE DF=   

Bài 2. ) , , ,a B D C E  cùng thuộc đường tròn đường kính BC   

)b BC  là đường kính, ED  dây không qua tâm  

Bài 5. ) / /a BD CH  (cùng AB⊥  ); / /BH CD   (cùng AC⊥  ) 

)b I  là trung điểm của BC I⇒  là trung điểm của HD   

)c OI  là đường trung bình 2AHD AH OI∆ ⇒ =   

Bài 6. Chứng minh tương tự Bài 2 

Bài 7. Chứng minh tương tự Bài 1 

Bài 8. ) , , ,a B D C E  nằm trên đường tròn đường kính BC   

) . .b ABD ACE AE AB AD AC∆ ∆ ⇒ =”   

)c BHCK  có I  là trung điểm của hai đường chéo 

) ,d ABK ACK∆ ∆  vuông tại B  và C  nên , , ,A B K C  nằm trên đường tròn đường kính AK   

)e OI  là đương trung bình của / /AHK OI AH∆ ⇒   

Bài 9. Kẻ MH DE⊥  tại H ;    2 ; 2 ;DAE BAC DAH BAC DE DH AD AM AE= ⇒ = = = =   

  sin sin sinDH AD DAH AM BAC d BAC= = <  ( d  là đường kính ( )O  ) 

DE  đạt giá trị lớn nhất khi AM  là đường kính của ( )O   

Bài 10. )a OA OB OC ABC= = ⇒ ∆  vuông tại A   

)b H  là trung điểm của ;  AD AC CD=  ( BC  là trung trực của AD  ); BC  là tia phân giác góc 
(ABD ABD∆  cân tại B  có BH  là đường cao) 

    )c BAH ACH DAH ABH CDH= = ⇒ =   

VẤN ĐỀ 5 

Bài 1. 

R   d   Vị trí tương đối của đường thẳng và đường tròn 
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5 cm   3 cm   Cắt nhau 

6 cm   6 cm   Tiếp xúc nhau 

4 cm   7 cm   Không giao nhau 

 

Bài 2. ( ; 3)A  không giao với Ox  và tiếp xúc với Oy   

Bài 3. O  thuộc a  và / /a b  nên O  cách b  một khoảng bằng 2 ( ; 2 )cm O cm⇒  tiếp xúc b   

Bài 4. ( ; 2)B  không giao nhau với O  và ( ; 2)B tiếp xúc với Oy   

Bài 5. / /O a va a b∈  nên O  cách b  một khoảng bằng 3 ( ; 3 )cm O cm⇒  tiếp xúc với b   

Bài 6. Tâm đường tròn nằm trên hai đường thẳng song song ,a b  song song với đường thẳng 
xy  và cách xy  một khoảng 1cm   

Bài 7. O  nằm trên đường thẳng song song với ,a b  và cách đều ,a b  một khoảng bằng 
2
h   

Bài 8. 8AB cm=   

Bài 9. 24
3OMNS R=   

Bài 10. M  di chuyển trên ( ; 4 )O cm   

Bài 11. 4AD cm=   

Bài 12. Kẻ OH  vuông góc với xy  suy ra OH OA<  . Mặt khác A  nằm trên đường tròn ( ; )O R  
nên OA R<   

Bài 13. Kẻ OH  vuông góc với xy  suy ra OH OA≤  . Mặt khác A  nằm trên đường tròn ( ; )O R  
nên OA R≤   

Bài 14. ( ; 2)C  không cắt hai trục ,Ox Oy   

Bài 15. Tâm I  thuộc hai đường thẳng song song với a  và cách a  một khoảng bằng 5 cm   

Bài 16. a) Kẻ OH  vuông góc với xy  thì 12OH =  do đó ( )O  cắt ,x y  tại hai điểm ,B C   

) 2; 10b BH CH= =   

Bài 17. OC  là đường trung bình của hình thang AEFB  nên C  là trung điểm của  

EF  chú ý rằng ,AE AH BH BF= =  nên suy ra 2 . .CH HA HB AE BF= =   

VẤN ĐỀ 6 
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Bài 1. Ta có 

2 2 2 90oBC AB AC BAC= + ⇒ =   

Bài 2. ) 90oa BAC =   

b) Gọi O  là trung điểm của AI  ta có  

 

  

 

  

( )

90o

OK OA OKA OAK

OAK HBK cung phu ACB

HB HK HBK HKB

OKA HKB HKO

+ = ⇒ =

+ =

+ = ⇒ =

⇒ = = =

  

Nhận xét: Không sử dụng tính chất tam giác cân trong lời giải nên cách làm sẽ không thay đổi 
nếu giả thiết chỉ chi tam giác thường 

Bài 3. a) Gọi O  là trung điểm của AH  thì OE OA OH OD= = =   

b) Chứng minh tương tự bài 2b 

bài 4. Trung trực AB  cắt đường thẳng vuông góc với d   ở A  tại O  . đường tròn ( ; )O OA  là 
đường tròn cần dựng 

Bài 5. a)Tam giác ABC  cân tại A  nội tiếp ( ) ( / / )O OC BC OA AD vi AD BC⇒ ⊥ ⇒ ⊥   

)b ABCD  là hình bình hành AC⇒  cắt BD  tại trung điểm I  của và CN  là tiếp tuyến của cắt 
AC  tại trung điểm I  của AC   

Bài 6. a) Dễ có AMON  là hình bình hành. Ta chứng minh OM ON=  . Xét tam giác OBM  và 
tam giác OCN  có   90 ;oOBM OCN OB OC R= = = =  và 
  OMB ONC A OBM OCN OM ON AMON= = ⇒ ∆ = ∆ ⇒ = ⇒    là hình thoi 

)b AMON  là hình thoi OA MN⇒ ⊥  và 2OA =  lần khoảng cách từ O  đến MN  do đó MN  là 
tiếp tuyến của khoảng cách từ O  đến 2MN R OA R= ⇔ =   

Bài 7. Từ O  hạ OH  vuông góc với ,d OH  cắt ( )O  tại A  và B  . Qua  A  và B kẻ các đường 
thẳng vuông góc với OA va OB  ta được hai ( hoặc 1 nếu d  là tiếp tuyến của ( )O  ) tiếp tuyến 
song song với d   

Bài 8. )a M  thuộc đường trìn đường kính  90 90o oAB AMB hay EMF⇒ = =  tiếp tuyến 
, 90oCM CA OC AM OFM⇒ ⊥ ⇒ =  . Tiếp tuyến , 90oDM DB OD BM OEM OEMF⇒ ⊥ ⇒ = ⇒  

là hình chữ nhật  90 90o oEOF hay COD⇒ = =   

)b MEOF  là hình chữ nhật 
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c) Gọi I  là trung điểm của CD  thì I  là tâm đường tròn đường kính CD va OI IC ID= =  có 
ABDC  là hình thang vuong tại ,A B  nên / / / /OI AC BD va IO AB⊥  do đó AB  là tiếp tuyến của 
đường trìn đường kính CD   

Bài 9. ) ,a BH BD  là tiếp tuyến của  ( ; ) 2 ; ,A AH HAD HAB CH CE⇒ =  là tiếp tuyến của 
     ( ; ) 2 2( ) 180 , ,oA AH HAE HAC HAD HAE HAB HAC D A E⇒ = ⇒ + = + = ⇒ thẳng hang 

b) Tương tự bài 13 c 

Bài 10. Có ABCD  là hình thang vuông tại ,C D  mà O  là trung điểm của AB va OM  vuông 
góc với (CD CD  tiếp tuyến của ( )) 2 2O AD BC OM R⇒ + = =  . Chú ý rằng CD AB≤  ( Hình 

chiếu đường xiên) 21 ( ). . . 2
2ABCDS AB BC CD R CD R AB R⇒ = + = ≤ =  . Do đó ABCDS  lớn nhất khi 

CD AB=  hay M  nằm chính giữa nửa đường tròn đường kính AB   

VẤN ĐỀ 7 

Bài 1.  ) ( . . ) 90oa OAC OBC c g c OBC OAB∆ = ∆ ⇒ = = ⇒  ĐPCM 

) 25b OC cm=   

Bài 2. )a OA  vuông góc với BC  tại là trung điểm của BC OCAB⇒  là hình thoi 

) 2b OE R=   

Bài 3. )a OCB  là tam giác đều nên   90oBC BO BM R OCM MC= = = ⇒ = ⇒  là tiếp tuyến của 
( ; )O R   

2 2 2 2 2 2 2) 3b OM OC MC MC OM OC R= + ⇒ = − =   

Bài 4. a) GọiO  là trung điểm của CD  từ giả thiết suy ra tam giác ABD  và tam giácODE  đều 
/ 4 90oDE DH DO BC HEO HE⇒ = = = ⇒ = ⇒  là tiếp tuyến của đường tròn đường kính CD   

) 4 3b HE cm=   

Bài 5. ) 10a OB cm=   

) ( . . )b OBC OBA c g c BC∆ = ∆ ⇒  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O   

Bài 6. )a ABE∆  vuông tại B  đường cao 2 .BC BC AC CE⇒ =   

10 3)
3

b BE =   

Bài 7. 
2 2

1 .
2OMN

aRS OC MN
R a

∆ = =
−
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VẤN ĐỀ 8 

Bài 1. , ) ;a b C AB AC OB OC AO= = ⇒  là trung trực của BC   

) / /c BD OA  vì cùng vuông góc với BC   

Bài 2. ) 90oa DOC =   

)b COM ODM∆ ∆”   

3) 3;
3

Rc AC R BM= =   

Vài 3. ) / / ; / / ; / /a BO HC OC BH OC BH OCHB⇒  là hình thoi 

) ; , ,b OA BC HO BC A H O⊥ ⊥ ⇒  thẳng hang 

c) Để ( )H O∈  thì  30 2oOH OC CH CAO AO R= = ⇒ = ⇒ =   

Bài 4.    AMO CMO CMO COM= ⇒ =   

Bài 5. ) / /a IK OA  vì cùng vuông góc với IA   

     )b KOI AOI va AOI KIO KIO KOI= = ⇒ =   

Bài 6. Chu vi tam giác 2ADE AD DM AE EM AB AC AB= + + + = + =   

VẤN ĐỀ 9 

Bài 1. 6AB cm=   

Bài 2. 

 
 

 

0

0

60 30 2 2

2 2 30 60

o

o

BAC BAO AO OB R

AO R OB BAO BAC

= ⇒ = ⇒ = =

= = ⇒ = ⇒ =
 

Suy ra tam giác ABC  đều 

Bài 3. Gọi D  là giao điểm của IG  và AB  . TÍnh được 2 / 3 4,DG AM D= =  là tiếp điểm của 

( )I  với AB  nên 3 3 1
2

AB AC BCAD ID DA IG DG ID+ −
= = ⇒ = = ⇒ = = =   

Bài 4. MEF∆  đều 10EF⇒ =   

Bài 5. OIC∆  vuông tại  30 2oOIC OI R= ⇒ = xét OBI∆  có 2 30oOI R OIB= ⇒ =   

Bài 7. )a OA  là phân giác ,BOC OBC∆  cân tại O OA BC⇒ ⊥    

 )b BDC COA=  ( cùng phụ với góc OCB  ) / /DB OA⇒   
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)c ABC∆  đều 2 3AB BC AC⇒ = = =   

Bài 8. ) ,a BI BK  lần lượt là phân giác trong và ngoài góc B  nên  90oBI BK IBK⊥ ⇒ =  , tương 

tự  090ICk =   

   )b ACI ICB IBC IKC= = =  mà    90 90o oIKC KIC ACI OCI+ = ⇒ + =   

)c BC va AK  cắt BC  tại H  ta có (HB HC AK=  là trung trực của )BC  
2 2/ 2 12, 16HC BC AH AC HC⇒ = = = − = ; ACH COH∆ ∆”  ( tam giác vuông có chung góc 

nhọn tại O  ) / / / / . / / 15AH AC HC CO CO AC HC AH⇒ = ⇒ = =   

VẤN ĐỀ 10 

Bài 1.     ) , 90oa COA COM DOM DOB COD= = ⇒ =   

 ) 90 , , ,ob OBD OMD B D M O= = ⇒ ∈ đường tròn bán kính 
2

OD   

)c CD MC MD AC BD= + = +   

2 2) . .d AC BD MC MD OM R= = =   

e) Gọi I  là trung điểm của CD I⇒  là tâm đường tròn đường kính CD va OI  là đường trung 
bình của hình thang vuông ACDB  nên OI AB O⊥ =   

) / /CM CA ANf MN AC
MD BD ND

= = ⇒   

{ }) 'g BN OI K OB OK∩ = ⇒ =  ta có ' ' '
'

BO OK KN KN BN
BD BD BN BO BD

= = ⇒ =   

' ' 1 1 22
'

BN BN BK
BD BO BO BO BD BN

⇒ + = = ⇒ + =   

Bài 2. )a OA  là trung trực của , ,BC A H O⇒  thẳng hang 

  180 , , ,oABO ACO A B C O+ = ⇒  nằm trên đường tròn đường kính AO   

 ) ( . ) . .b CDK COA ACO CKD g g AC CD CK AO= ⇒ ∆ ∆ ⇒ =”   

)c AM  là phân giác góc A  của tam giác ABC  . Chứng minh BM  là phân giác góc B  của 
ABC M∆ ⇒ là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC   

d) Theo câu b): 
. . . .; / / 2 2

2 .
AC CD IK DK AB DK AC CD CK CD OCCK IK AB IK I

AO AB BD BD OC IK AO DK
= ⇒ = ⇒ = = ⇒ = = ⇒  là 

trung điểm của CK   
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Bài 3. a) Chứng minh DO  vừa là phân giác vừa là đường cao của tam giác CDN DCN⇒∆  cân 
tại D   

2) . .c AC BD MC MD R= =   

Bài 4. ) 1,5 ; ) 6 3 ; ) 60o
ADEa OH cm b P cm c DOE= = =   

Bài 5. )a ABC∆  có ,BI BK  lầ lượt là phân giác trong phân giác ngoài tại 

 90 , , , ;
2

o IKB BIK B I C K O ⇒ = ⇒ ∈ 
 

 ta có    MCI IBC IKC OCK= = =  mặt khác 

   90 90o oOCK OCI MCI OCI OC CM MC+ = ⇒ + = ⇒ ⊥ ⇒  là tiếp tuyến của ( )O   

)c  Gọi D  là giao điểm của MO va BC   

2 2 2

1 1 16 , 7,5
2

BCCD cm OC cm R
CD MC OC

⇒ = = = + ⇒ = =  

VẤN ĐỀ 11 

Bài 1. a ) Có IA IB IC= =   nên tam giác ABC  vuông tại A   

) ' 90 ; 12ob OIO BC= =  

Bài 2. a) Từ MA MB MC ABC= = ⇒ ∆  vuông tại A   

) ' 90 ; ) ( )ob OMO c S R r Rr= = +   

) 'd OBCO  là thang hình vuông tại B va C  có IM  là đường trung bình IM BC M⇒ ⊥ =   

Bài 3, 24AB cm=   

Bài 4. Ta có   180oABC ABD+ =   

Bài 5. Gọi ,P Q  lần lượt là trung điểm của ,AC AD AM⇒  là đường trung bình của hình thang 
'OPQO AP AQ AC AD⇒ = ⇒ =   

Bài 6. Ta có    ' ' / / 'OBA OAB O AC O CA OB O C= = = ⇒ ⇒  đpcm 

Bài 7. a) Ta có ( ) ( )KI OI OK I va K< + ⇒  luôn cắt nhau 

) ;b Do OI NK OK IM OM ON= = ⇒ =  mặt khác OMCN  là hình chữ nhật OMCN⇒  là hình 
vuông  

c) Gọi ;L KP MC P IB NC OKBI= ∩ = ∩ ⇒  là hình chữ nhật và BLMI  là hình vuông 

  BLC OKI LBC OKI BIK⇒∆ = ∆ ⇒ = =  mà 
      

090 90 180o oIBK IBA LBC IBA LBC IBA IBL+ = ⇒ + = ⇒ + + =   
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d) Có OMCN  là hình vuông cạnh a  cố định C⇒  cố định và AB  luôn đi qua C   

Bài 8. a) Gọi I  là trung điểm của AB  ta có OI OA IA= =   

b) Ta chứng minh được / / / /IC BD OE  mà OB BI IA AC CD DE= = ⇒ = =   

Bài 9. ) ( ) ( )a O va I  tiếp xúc trong với nhau 

)b ADCE  là hình thoi 

)c  Có , / /CK AB AD DB CK AD⊥ ⊥ ⇒  mà / / , ,CE AD B K D⇒  thẳng hang 

        ) ; 90 90o od HKD HDK IKB IBK HKD IKB HDK IBK IKH= = ⇒ + = + = ⇒ =   

ÔN TẬP CHỦ ĐỀ 4 ( PHẦN I) 

Bài 1. ) 90 ,oa ACB OH=  là đường trung bình của tam giác / /ABC OH BC⇒   

 ) 90ob AMO CMO MAO MCO MA∆ = ∆ ⇒ = = ⇒  là tiếp tuyến của ( )O   

1 1) sin sin
2 2

c IK CK AC Rcosα α α= = =   

)d  Giả sử BI  cắt AM  tại N  vì / / ( sin 32 )IK BK IK BKIK AM M N
AN AB AM AB

α⇒ = ⇒ = = ⇒ ≡   

Bài 2. a) Dựa vào tính chất tiếp tuyến chứng minh EO  là đườn trung bình của 
MN OE MN⇒ ⊥   

b) Chứng minh / /MB OH MN OBMN⊥ ⇒  là hình thang 

2) 2 3 ; 2 2 3 ; 3 3EMNc EN EM cm MN NH cm S cm= = = = =   

Bài 3. a) Chứng minh DMCN  là hình chữ nhật 

b) CHứng minh 2 2. ; . . .DM DA DC DN DB DC DM DA DN DB= = ⇒ =   

c) Gọi , ,G I C  lầ lượt là tâm của các nửa đường tròn đường kính , ,AC AB CB  . GỌi O  là tâm 
của hình chữ nhật DMCN  chứng minh MGO CGO MN MG∆ ∆ ⇒ ⊥”  tương tự chứng minh 
được MN NH MN⊥ ⇒  là tiếp tuyến chung của các nửa dường tròn đường kính ,AC CB   

d)  Vì DMCN  là hình chữ nhật .MN DC MN⇒ =  lớn nhất khi DC  lớn nhất mà 
DC DI MN≤ ⇒  lớn nhất khi C I hay C≡  là trung điểm của AB   

Bài 4. ) 2a OE R=   

b) CHứng minh I  là trung điểm của ( 1,5 )AE AI IE R= =  từ đó chứng minh ACDE  là hình thoi 
( tính chất hai đường chéo vuông góc vói nhau tại trung điểm mỗi đường) 
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c) Chứng minh được   90oODE OCE ED= = ⇒  là tiếp tuyến của ( )O   

d) Từ câu c, có EB  là phân giác của CED  chứng minh  30oODE BCE BE= = ⇒  là phân giác 
của ECD B⇒  là trực tâm tam giác CDE   

Bài 5. a) CHứng minh . .MEF MAO EM AM MF OA∆ ∆ ⇒ =”   

)b MEF MAO∆ ∆”  mà ;AO OM ME MF MSF= ⇒ = ∆  vuông tại M  mà ME MF=  từ đó chứng 
minh được ME ES ES EM EF= ⇒ = =  . CHứng minh F  là trực tâm tam giác SAB  mà AI  là 
đường cao, chứng minh được , ,A I F  thẳng hang 

2) . 2c FA SM R− =   

2 2 2 21 1 1 1) . ; . ( )
2 2 2 2MNO MNOd S OH MH OH MH OH MH OM R S= ≤ + = = ⇒ lớn nhất khi H  là trung 

điểm của 2 2AO OS MH R⇒ − =   

ÔN TẬP CHỦ ĐỀ 4 ( PHẦN II) 

Bài 1. a) Chứng minh AMIN  là hình chữ nhất ( theo dấu hiện tứ giác có ba góc vuông) 

b) Chứng minh: 2 2. . . .IM IO IA va IN IO IA IM IO IN IO= = ⇒ =   

c) Chứng minh: I  là tâm đường tròn đường kính DE  mà 'AI OO⊥  nên 'OO  là tiếp tuyến của 
đường tròn đường kính DE   

) 2 . 'd DE R R=   

Bài 2. )a MAO PBO MO OP MNP∆ = ∆ ⇒ = ⇒ ∆  cân vì đường cao NO  đồng thời là đường trung 
tuyến 

2 2 2

1 1 1)b OI R MN
OI ON OB

+ = ⇒ = ⇒  là tiếp tuyến của ( )O   

2 2) . .c AM BN MI IN OI R= = =   

( ).)
2AMNB AMNB

MA BN ABd S S+
= ⇒  nhỏ nhất khi MN  nhỏ nhất AM R⇔ =   

Bài 3. )a ABE∆  cân vì BI  vừa là đường cao vừa là phân giác 

b) Chứng minh K  là tực tâm tam giác ABE EK AB⇒ ⊥   

c)  CHứng minh     90 90o oAFB ABF KBC BKC FAB FA+ = + = ⇒ = ⇒  là tiếp tuyến của ( )O   

d) C  di chuyển trên ( )O  thì E  di chuyển trên ( ; )B BA   

Bài 4. ) ( ) ( )a O va I  tiếp xúc ngoài 
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)b ADCE  là hình thoi (theo dấu hiệu hai đường chéo vuông góc cắt nhau tại trung điểm của 
mỗi đường) 

c) Chứng minh / / / / , ,EC AD va CK AD E C K⇒  thẳng hang 

d) Chứng minh     90 90o oDFB DKH DKH IKB HIK HK= ⇒ + = ⇒ = ⇒  là tiếp tuyến của ( )I   

Bài 5. a) Chứng minh thẳng hang. Chứng minh ABO va ACO∆ ∆  cùng nội tiếp đường tròn 
đường kính AO  nên , , ,A B O C  cùng thuộc một đường tròn 

b) Chứng minh . .CKD ACO AC CD CK AO∆ ∆ ⇒ =”   

c) AM  và BM  là hai đường phân giác của tam giác ABC M⇒ là tâm đường tròn nội tiếp tam 
giác ABC   

d) Chứng minh / /HI BD  mà H  là trung điểm của BC  nên I  là trung trực của CK   

Bài 6. a) Chứng minh ADH∆  và AHE∆  nội tiếp đường tròn đường kính AH  nên , , ,A D H E  
cùng thuộc một đường tròn. Tứ giác ADHE  là hình chữ nhật 

b) Sử dụng định nghĩa để chứng minh đường tròn đường kính BH  và đường tròn đường kính 
CH  tiếp xúc ngoài với nhau tại H  vì AH BH⊥  và CH  nên AH  là tiếp tuyến chung của hai 
đường tròn 

c) GọiO  là giao điểm của AH  và ED  . Chứng minh 
   90 90o oIDO AHI va JEO AHJ ED= = = = ⇒  là tiếp tuyến chung của hai đường tròn 

) 4,8d DE cm=    
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