CHU PE 1: HE THUC LIEN HE TRONG A VUONG

Canh géc vudng — Canh huyén — Puong cao — Hinh chiéu canh géc vudng

Canh huyén: BC

. A
Canh goc vuong AB, c6 hinh chiéu 1én canh
huyén 1a BH
Canh goc vudéng AC, c¢6 hinh chiéu 1én canh
huyén la CH B H C
Duong cao AH.

1/ Hé thirc: Canh goc vudng — canh huyén (Pinh 1y
Pitago).

BC? = AB* + AC?

Trong tam gidc vudng, binh phwong dé dai canh huyén bang tong binh phwong dé dai
hai canh goc vuong.
2/ Hé thitc: Canh goc vudng — canh huyén — hinh chiéu ciia canh géc vudng

AB?=BC.BH AC?>=BC.CH

Trong tam gidc vuéng, binh phwong dé dai moi canh goéc vuéng bang tich dg dai canh
huyén véi hinh chiéu ciia canh géc vudng do lén canh huyén.
3/ Hé thirc: Puong cao — hinh chiéu ciia canh géc vudng.

AH?=BH.CH

Trong tam gidc vuéng, binh phwong dé dai dwong cao bang tich @6 dai hinh chiéu cia
hai canh géc vudng lén canh huyén.
4/ H¢ thirc: Pwong cao — canh géc vuong.

11 . 1
AH®* AB? AC?

Trong tam gidc vuéng, nghich dao binh phwong dé dai dwong cao bang tong nghich dao
binh phwong do dai hai canh goc vuong.
4/ Hé thirc: Puong cao — canh géc vudng — canh huyén.

AB.AC=BC.AH

Trong tam gidc vudng, tich dé dai hai canh géc vuéng bang tich @6 dai canh huyén véi

duong cao twong ung.



CAC DANG TOAN

DANG 1: Tinh d dai CANH —- PUONG CAO - HINH CHIEU trong tam giac vudng.
I/ Phwong phap.

Pay la nhitng bai todn ching ta sé tinh todn truc tiép trong mét tam gidc vudng cho
triede. Pé gidi bai todn nay ta lam nhuw sau:

- Xdc dinh bai yéu cau tinh: “canh géc vuéng” hay “dwong cao” hay “hinh chiéu cia
canh goc vuong”’?

- Kiém tra bai da cho dir kién ndo.

- Xac dinh hé thirc lién hé giita cai da cho va cdi can tinh.
11/ Bai tap van dung.

* Bai tap cho truwdc hinh vé:

Bai 1: (Trang 68 SGK — To4n 9): Tim x va y trong mdi hinh sau:

* Bai tap khong cho hinh vé.



Bai 3.

a) Biét ti s6 cac canh goc vudng cta mot tam gidc vudng 14 5:6 ; canh huyén 122cm. Tinh
d6 dai hinh chiéu ctia mdi canh géc vudng 1én canh huyén.

a) Biét ti s6 cac canh gbc vudng cua mot tam gidc vudng 1a 3:7 ; dudng cao tmg vé6i canh
huyén 13 12cm. Tinh d6 dai hinh chiéu cia mdi canh géc vudng 1én canh huyén.
Bai 4. Cho AABC vudng tai A, ké duong cao AH. Biét AB = 4cm, AC = 7,5cm. Tinh HB, HC.
Bai 5. Cho AABC vuong tai A, ké duong cao AH. Biét AB = 15cm, HC = 16cm. Tinh BC, AC,
AH.
Bai 6. Cho AABC vudng tai A, ké duong cao AH. Biét AH = 12c¢m, BC = 25¢m. Tinh AB, AC.
Bai 7. Cho AABC vuong tai A, ké duong cao AH. Biét AB = 6cm, BH = 3cm. Tinh AH, AC,
CH.
Bai 8. Cho AABC vuéng tai A, dudng cao AH. Tinh dién tich AABC biét AH = 12cm, BH =

9cm.
Bai 9. Cho tam giac vudng, biét ti sb gitra cac canh goc vudng la %, canh huyén la 26. Tinh do

dai cac canh goc vudng va hinh chiéu cac canh goc vudng trén canh huyén.
Bai 10. Cho AABC vuong tai A. Biét j—g :g . Puong cao AH = 15cm. Tinh HB, HC.

Bai 11. Cho AABC vuong tai A. Ké duong cao AH, tinh chu vi AABC biét AH = 14cm,
HB 1

HC 4

DANG 2: Tam gidc vudng lién quan téi cac dwong: phin giic, trung tuyén, trung true.
I/ Phwong phap.

- Trong tam gidc vudng, cdc hé thire ciia tam gidc vudéng van dwoc dp dung.

-Chuy:

+ Puong phan gidc => Ti Ié doan thang theo tinh chat dwong phdn gidc

+ Puong trung tuyén lién quan téi trung diém

+ Puong trung truec thi lién quan t6i vuéng géc tai trung diém.

I1/ Bai tap van dung.



Bai 1. Cho AABC vudng tai A, AB = 12cm, AC = 16cm, phan giac AD, duong cao AH. Tinh
HD, HB, HC.

Bai 2. Cho AABC vudng tai A, phan giac AD, % =%, BC = 20. Tinh AB, AC.

Bai 3. Cho AABC vudng tai A, phan giac AD, goi E, F lan luot 14 hinh chiéu cta D 1én AB va
AC. Biét BD =3, DC = 4. Chung minh ADEF la hinh vuéng, tinh di¢n tich ctia n6?

Bai 4. Cho AABC vuéng tai A, goc B > C. Trong goc ABC ké tia Bx tao véi BA mot goc bang
goc C. Tia Bx cat AC tai M. Goi E 1a hinh chiéu ctia M 1én BC. Phan gidc goc MEC cit MC tai

@:i va MC = 15cm.
DC 4

a) Tinh ME, CE.

b) Ching minh AB? = AM.AC
Bai 5. Cho tam gidc ABC vudng tai A, AB = 24, AC = 32. Puong trung tryc BC cat AC, BC
theo thur tu tai D va E. Tinh DE?

D. Biét

Bai 6. Trong mot tam giac vuodng ti s6 gitta duong cao va dudng trung tuyén xuét phat tir dinh
goc vudng 1 40:41. Tinh ti s6 do dai cac canh goc vudng cia tam gidc vudng do?

Bai 7. Trong mdt tam giac vudng, phan giac cia goc nhon chia canh ddi dién thanh hai phan ti
1& v6i 4:5 va 3:5. Biét chu vi tam giac bang 72. Tinh cac canh cuia tam giac d6?

Bai 8. Trong mot tam giac vudng, phin gidc cta goc vudng chia canh huyén thanh hai phan c6
d6 dai 1cm va 3cm. Hoi dudng cao twong Gmg véi canh huyén chia canh huyén theo ti s6 nao?
Bai 9. Tam gidc ABC vudng tai A, dudng phan giac BD. Tia phén giac ciia goc A cat BD o .
Biét IB = 10+/5 cm, ID = 5+/5 cm, tinh dién tich tam giac ABC.

Huédng dain
Tinh chét phan giac: AB_BL_, ; BC_AB_,
AD ID CD AD

bit AD=x,CD=y=>AB =2x; BC=2y
AyADB c6 BD? = AB?> + AD? =>x
AVABC c6 BC?=AB*+ AC*=>y

Tir d6 => AB, AB => Spanc = %AB.AC
DANG 3: Nhén biét tam giac vudng rdi dung hé thirc tam giac vudng dé tinh.
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I/ Phwong phap.
- Tinh binh phwong cdc canh cia tam gidc, néu tong binh phwong hai canh bang binh
phuong canh con lai => tam giac do vuong.
- Ap dung cdc hé thire ciia tam gidc vuéng dé tinh.
I1/ Bai tap van dung.
Bai 1. Cho AABC biét BC = 7.5cm, AC = 4.5cm, AB = 6¢cm.
a) AABC la tam giac gi? Tinh duong cao AH cua AABC.
b) Tinh do dai cac canh BH, HC.
Bai 2. Cho AABC biét BC = 50cm, AC = 14cm, AB = 48cm. Tinh d6 dai phan giac goc C?

DANG 4: Két hop ti s6 dong dang va hé thic lwong dé tim dé dai doan thing.
I/ Phwong phap.
- Cé thée goi an dé dai cac doan thcfng can tinh.
- Tir tam gidc dong dang => Ti s6 dg dai => lién hé giita cdc an dé dai (1)
- Tir hé thirc lwong => Lién hé giita cdc an dé dai )
- Tir (1) va (2), gidi hé tim ra cdc an dé dai.
11/ Bai tap van dung.
Bai 1: Cho tam giac ABC vudng tai A, BC = 542 cm. Hinh vuong ADEF canh 2cm c6 D thudc
AB, E thudc BC, F thudéc AC. Tinh cac do dai AC, AB.

Huréng dan B
Dit x = BD, y = FC. ABDE ~ AEFC => %% S —E
Lai co AB>+ AC?=BC?>=> (2 +x)*+ (2 +y)*=50 2 \
Tt hai phuong trinh trén giai tim dugc x, y A2 ; y CI

= AC, AB
Bai 2: Cho tam giac ABC can tai A, duong cao ung vai canh day c6 do dai 15,6cm, duong cao
ung voi canh bén dai 12cm. Tinh d§ dai canh day BC.
Hudng dan
Pit BC = 2x, tir tinh chét cuia tam gidc cn ta suy ra CH = x

Ap dung dinh 1i Pitago tinh duoc AC = {/15,6% + x°
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Tu AKBC «» AHAC

:B—C—ﬁ hay 2x _ 12 12
AC AH J15,6% +x> 15,6 5 c

Pua vé phuong trinh 15,62 + x2 = 6,76x> => x

Bai 3: Cho AABC vudng tai A. Puong cao AH, ké HE, HF lan luot vudng goc voi AB, AC.
3

a) Chuing minh £8 _ (ﬁj

FC \ AC

b) Chimg minh BC . BE . CF = AH?
Hudng dan

a) Trong AAHB cOHB*=BE.BA (1) ; ¢
AAHC c6HC?=CF.CA (2)
HB’ _ BE AB
HC* FC AC
Trong AABC ¢6: AB>=BH .BC va AC*=HC . BC

2 2 4
= HB _ A32 o HB _ AB @)
HC AC HC AC

Tu (1) va(2)co: (1)

3
Tur (1) va (2). Ta 6 : @:(ﬂj .
FC\4c

b) AABC o« AEBH —ZE_BH
BA BC
2 3
Thay BH =5 pp=42
BC BC
AC?
BC?

3)

4.

Tuong tu ta cling c6 CF =

AB’.AC’

T (3)va(4) Tacod: BE .CF =
(3)va(4) Taco 2C°

3 3 3
2.6 se- (424

Ma AB.AC=BC.AHnén BC.BE.CF=

DANG 5: Ké thém dwong phu dé tao yéu to dic biét c6 lién quan.
I/ Phwong phap.



- Yéu té dic biét thuong gip khi ké thém hinh:
+ Tam giac can (déu) c6 chira canh can tinh.
+ Tam giac vudng co chira canh da biét va canh can tinh.
11/ Bai tap van dung.
Bai 1: Tam giac ABC vudng tai A, goi I 1a giao diém cta cac dudng phan giac. Biét AB = 5cm,
IC = 6cm. Tinh d6 dai BC.
Bai 2: Tam gidc ABC vudng tai A, goi I 1a giao diém ciia cac duong phan giac. Biét IB = /5

cm, IC = V10 cm. Tinh c4c d6 dai AB, AC. D
Hudng dan bai 1, bai 2 chung mét hinh vé.
Tir C ké dwong thang vuéng géc véi Bl tai H va cat AB tai D A
Bai 1: C6 ACBD can tai B=>BC =BD H
Goc HIC = gbéc IBC + goc ICB = 45° (goc ngoai tai 1)
= Tinh dugc HC => Tinh dugc DC = 2HC = ;-1
B K C

Goix=BC=BD=>AD=x-5
Ta co: AC?=x2-25 vaDC?>=AD* + AC? =>x =
Bai 2: C6 ACBD can tai B=>HC = HD
Go6c HIC = géc IBC + goc ICB = 45° (goc ngoai tai 1)
= Tinh dugc HC = HI = HD => Tinh dugc DC = 2HC va BH =1B + HI

ADHB ~ ADAC => Tinh duoc 2_2 => AC theo AD

Co AC*+ AD?’=CD*=>AC =
C6 BC?=BH? + HC?>=BA?+ AC?>=> AB =
Bai 3: Tam gidc ABC can tai A, goi I 1a giao diém cua cac dudng
phan giac cta goc A va goc B. Biét 1A =2+/5cm, IB = 3cm. Tinh do
dai AB. N
Huong dan
O bai nay: Néu ké AH L phan giac BI tai H thi AAHI khong

phai 12 A cn nhu bai 1, bai 2 ¢ trén, Nhung néu ké dudng vudng goc
vGi AB tai A va cat BI tai K thi AIAK cén tai A.
AIAK cantai A=> AK = Al =245

bitx =HK =>IK=2HK =2x=>BK =Bl + K =3 + 2x
7



AVAKB c6 AK? = KH.KB => x.(3 + 2x) =20 =>x => BH va BK
AB?=BHXKB =

DANG 6: Cac bai toan vé tir giac c6 ding hé thirc ciia tam gidc vudng dé tinh toan, chirng
minh.
Bai 1. Cho hinh chit nhat ABCD, qua A ké dudng vudng goc voi BD tai H. Biét AB =20, AH =
12. Tinh chu vi hinh chit nhat ABCD.
Bai 2. Cho hinh vudéng ABCD, 4=D=90", AB = 15cm, 4p dung cac duong chéo AC va BD
vudng goc vai nhau tai O, tinh:

a) OB, OD, AC

c¢) Dién tich hinh vudng ABCD.
Bai 3. Cho hinh thang ABCD vudng tai A va D. Biét AB = 45cm, canh day CD = 10cm, BC =
37cm. Tinh chiéu cao va dién tich hinh thang.
Bai 4. Cho hinh thang ABCD c¢6 chu vi 1a 52cm, diy nho AB bang canh bén AD va BC, day
16n DC = 22c¢m. Tinh chiéu cao hinh thang.
Bai 5. Cho tr gidc ABCD c6 hai duong chéo vuéng goc voi nhau.

Ching minh: 4D* + BC* = AB* + CD’
Bai 6. Cho hinh thang ABCD c6 B=C=90". Hai duong chéo vudng goc véi nhau tai H. Biét
AB = 35 cm, HA = 3cm. Chtimg minh:

a) HA:HB:HC:HD=1:2:4:8

b) 11 1
AB* CD* HB* HC*?




CHU PE 2: TI SO LUQNG GIAC CUA GOC NHON
TRONG TAM GIAC VUONG.

Xét goc nhon a trong tam giac vuéng ABC
Canh AB ké véi goc a

Canh AC d6i dién goc a

Canh huyén BC.

Canh huyén

1/ Ti s6 lwong gidc ciia géc nhon trong tam giac vudng.

* CO bon ti s6 lugng giac cuia goc nhon trong tam giac vudng:

sino = doi cosalL =
huyen huyen
tgoL = @ cotg = E
8 ke 8 doi
* Chi y:

- Ti s0 lugng giac cta goc nhon luén duong.
- Muon ¢ ti s0 lugng gidc ciia goc nhon a phai tao ra tam giac vuéng chira géc nhon a
- Néu biét mdt géc nhon va mot canh cua tam giac vudng s€ tinh dugc géoc nhon va canh

con lai theo ti s6 luong giéc.

2/ Hé thirc lién hé giira céc ti s6 lwong giac géc nhon. GIA TRI LG GOC NHON DAC BIET
sin® o, +cos’o =1 tgo = > 30° 45" 60°
Ccost
sina 1 ﬁ ﬁ
tga . cotga =1 cotga = cosa 2 2 2
| sin o cosc 1'5 \E l
. X er o . 2 2 2
3/ Ti s0 lwgng giac cua hai goc phu nhau. 5
% . \ s .y tana = 1 5
Goi a va B 1a hat géc phu nhau trong tam giac 3
vuong. Ta co: o+ B =90° cota NE) 1 %
sina = cosf cosa = sinf3
tga = cotgf3 cotga = tgf3
*Chuy
1°=60 90° = 89°60°



CAC DANG TOAN

DANG 1: Tinh canh va géc nhon chwa biét trong tam giac vudng.
I/ Phwong phap.

- Néu biét géc va can tinh canh: Xdac dinh canh can tim la canh déi hay canh ké ciia géc
nhon hay canh huyén tir @6 lya chon ding ti s6 lwong gidc ndo ciia géc nhon dé tinh.

- Néu biét canh va can tinh géc: Ding ti s6 lwong gidc ciia goc nhon lién quan ti canh
da biét (ké hodc doi hodc huyén) va goc nhon can tinh.

- C6 thé van dung két hop hé thirc lién hé “canh géc vudng, canh huyén va dwong cao”
trong tam gidc vuéng dé tinh canh.
11/ Bai tap van dung.
Bai 1: Cho tam giac ABC vuédng tai A. Géc B bang 30°, BC = 10cm. Hiy tinh canh AB?

Bai 2: Cho tam gidc ABC vudng tai A. Goc B bang o, biét tga = % , AB = 8cm. Hay tinh canh

AC va BC?
Bai 3: Tinh gia tri x ; y trong hinh. Biét tg47° = 1,072 va cos38° = 0,788.




Bai 4: (SBT toan 9 — trang 107) Cho tam giac ABC vudng tai A. Puong cao AH. Tinh sinB va

sinC trong mdi trudng hop sau:

a) AB=13;BH=5. A
b) BH=3;CH =4.
Bai 5: (SBT toan 9 — trang 111) Cho hinh vé&. Biét AB = 9 16 =
9¢m; AC = 6,4cm ; AN = 36cm ; goc AND bﬁng 90° ; gbc 64
DAN bing 34°. Hay tinh: CN ; géc ABN ; goc CAN va AD? ¢ = <3

Bai 6: (SBT toan 9 — trang 111) Cho hinh vé& bén. Biét AB =
BC = CD = DE = 2cm. Hay tinh:

a) AD ; BE

b) goc DAC

c) goc BXD

Bai 7: (SBT toan 9 — trang 114) Tim x ; y trong cac hinh sau:

C
4 C
50"
X X
{ 1
A A Q B

AB/CD Y

i) b) C)

DANG 2: Tinh canh va géc nhon chwa biét trong tam giic thuwong.
I/ Phwong phap.

- Néu tam gidc da cho la tam gidc thuwong, ta phdi dung thém dwong cao cia tam gidc dé
co duoc tam giac vuong.

- Puong cao dwng sao cho tam gidc vuong tao ra phdi chira yéu té géc nhon va mét canh
da biét.

- Ap dung ti s6 lwong gidc géc nhon twong iing trong tam gidc vudng vira tao.
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11/ Bai tap van dung.
Bai 1: (SBT toan 9 — trang 108) Tinh sinL trong Hinh 1 & dudi. Biét sin30°=0,5.

2.8
Hinh 1 Hinh 2

Bai 2: (SBT toan 9 — trang 108). Tinh x trong Hinh 2 ¢ trén. A
Bai 3: (SBT toan 9 — trang 115) Cho Hinh 3. Hay tinh

a) Do dai canh BC 8

b) goc ADC

¢) Khoang cach tir diém B dén canh AD D
Bai 4: (SBT toan 9 — trang 113) Cho Hinh 4. Hay tinh 6

a) Do dai canh PT C

b) Dién tich tam giac PQR

340 420

Hinh 4 Hinh §
Bai 5: (SBT toan 9 — trang 115). Cho Hinh 5, tam giac BCD la tam giac déu canh Scm va goc
DAB bang 40°. Hiy tinh AD va AB.
Bai 6: (SBT toan 9 — trang 115) Cho tam giac ABC c6 BC = 12cm, gbc B bang 60°; goc C
bang 40°. Tinh:
a) Puong cao CH va canh AC.



b) Di¢n tich tam gidc ABC.
Bai 7: Hinh binh hanh ABCD c6 AB = 20cm va BD = 15c¢m, gdc tao bdi hai canh AB va BD la
110°. Tinh dién tich hinh binh hanh ABCD.
Bai 8: Hinh thang can ABCD (AB // DC). Biét AB = 15¢m va DC = 20cm. Goc ¢ day bang 75°.
Tinh di¢n tich hinh thang can ABCD.

DANG 3: Ti s6 lugng giac ciia hai géc phu nhau.

I/ Phwong phap.

* Néu o va B la hai géc phu nhau (a + f = 90°):
sino. = cosp coso. = sinf}
tgo. = cotgf cotga = tgf

*Chuy: 1°=60’ 90° = 89°60°

Vidu: Goc 20°35° phu voi goc 69°25° vi 20°35° + 69°25° = 8§9°60°

* Vidn dung:

- Xdc dinh ti 56 lwong gidc cia géc nhon nhé hon 45° khi biét ti s6 lwong gidc ciia géc
[on hon 45° (hodac nguoc lai).

- Rt gon (hodc tinh) cdc biéu thire lién quan téi géc phu nhau.
I1/ Bai tap van dung.
Bai 1: Di ti s6 luong giac cua cac goe nhon sau day thanh ti s6 luong gidc cia goc nho hon 45°.

sin82°; cos47°; sin48°; cos55° ; sind7°20” ; tg62° ; cotg82°45’
Bai 2: Cho tam giac ABC. Biét AB =21cm, AC =28cm, BC = 35cm.

a) Chuing minh tam gidc ABC vuong;

b) Tinh sinB, sinC.
Bai 4: Don gian biéu thirc: A = sin(90° — x)sin(180° — x)

B = c0s(90° — x)cos(180° — x)

Bai 5: Tinh két qua cua biéu thuc

a) A = sin?10° + sin?20° + sin?30° + sin’80° + sin*70° + sin?60°.

b) B = cos? 12° + cos? 78° + cos? 1° + cos? 89°

¢) C = sin? 3° + sin? 15° + sin® 75° + sin® 87° .

d) D = c0s45°.c0s*23° + sin45°.cos*67°.
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tg64°
cotg26°

DANG 4: Chirng minh ding thirc. Riit gon biéu thirc theo goc a.
I/ Phwong phap.
Van dung cac hé thuc lién hé sau dé bién doéi mét vé dcfng thuee cho bdng vé con lai (rut

gon biéu thirc)

. 2 2 sin ol
sin“ o +cos"a =1 tgo =
cosa
cosa
tga . cotga =1 cotgo = —
sina,
HE THUC MO RONG:
—=1+tg’a ——=1+cotg’a
cos o sin“o

I1/ Bai tap van dung.
Bai 1: Chtng minh cac hiang dang thuc:

a) (sinx + cosx)? = 1 + 2sinx.cosx

b) (sinx — cosx)? = 1 — 2sinx.cosx

¢) sin*x + cos*x = 1 — 2sin’x cos’x

d) sinxcosx(1 + tgx)(1 + cotgx) =1 + 2sinx . cCOsX .
Bai 2: Chtng minh cac ding thic sau:

a) L, 1 =1

l+tga 1+cotga -

b) sin*x — cos*x = 2sin’*x — 1

1 1

c) ——+———= tg’x + cotg’x + 2
sin®x  cos’ x
. 2
d) lJrsLz(x=1+2tgzot
I-sin”a

f) Cho a, B 13 hai goc nhon. Chimg minh ring:

1 1
1+tg°a 1+tg°p

cos?a — cos’P = sin’P - sin’a =

Bai 3: Rut gon biéu thirc:



a) A = sin®x + 3sin*x.cos*x + 3sin’x.cos*x + cos®x
b) B = (1 + cosa)(1 — cosa) — sin’a,

Bai 4: Pon gian céc biéu thirc:

A = cosy + siny . tgy B = \1+cosh. +1-cosh
C = sinay/1+1g°a
Bai 5: (Nang cao) Cho cac goc a, p nhon, o < B. Chimg minh rang:
a) cos(P -a) = cosPcosa + sinfsina
b) sin(P - a) = sinfcosa - sinfsina.
Bai 6: (Nang cao) Cho tam gidc ABC nhon. Chimg minh rang:

a) sindsinBsinE <L b) cosA+cosB+cosCS§.
2 2 2 8 2

Bai 7: (Nang cao) Cho tam giac ABC nhon ¢6 ba canh 14 a, b, ¢c. Chiing minh réng:
c?=a’+b%?—2ab.cosC (AB=c¢, BC=a, CA=D).

DANG 5: Biét mot ti s6 lwong gic ciia géc o tinh cac ti so lwong gidc con lai.
I/ Phwong phap.
Van dung cac hé thiec lién hé sau dé bién doi mét vé dcfng thuee cho bcing vé con lai (rut

gon biéu thirc)

. 2 2 sin o
sin“o+cos’a=1 tgo =
cosal
cosa
tga . cotga =1 cotgo = —
sina
HE THUC MO RONG:
—=1+tg’a ——=1+cotg’a
cos a sin“o

Chii y: Cdc ti s6 lwong gidc géc nhon luén dwong.
I1/ Bai tap van dung.
Bai 1: Biét rang sina = 0,6. Tinh cosa va tga.
Bai 2: Biét rang cosa = 0,7. Tinh sina va tga.

Bai 3: Biét rang tgo = 0,8. Tinh sino va cosa.



Bai 4: Biét cosx = %, tinh P = 3sin’x + 4cosx.

Bai 5:
a) Cho g6c nhon 3 ma sinf} = i Tinh cosf} va tgp.
b) Cho géc o ma cosa = —%. Tinh sina, tga va cotga .

¢) Cho tgx = 2+/2. Tinh sinx va cosx.
Bai 6: Hay tinh sina, tgo néu:
12
a) cosa=—
13

b) cosa _3
5

Bai 7: Biét rang sin15° = . Tinh ti s6 lwong giac cua goc 15°.

J6 -2
4

Dang 6: Tinh khoéng cach - Tinh chiéu cao - Tinh dién tich tam gidc - Tinh d¢ dai doan
thing - C /m cac hé thirc trong tam gidc: Biang cach 4p dung ti s6 LG goc nhon.
Bai 1: Cho tam gidc ABC c6 AB =26cm, AC = 25¢cm, duong cao AH = 24cm. Tinh canh BC.
Bai 2: Cho tam gidc ABC can (AB = AC) va dudng tron tdm O tiép xtic voi hai canh AB va AC
lan lugt & B va C. Tir diém M trén cung nho BC (M khac B va C) ké MD, ME, MF lan luot
vudng goc véi cac duong thang BC, CA, AB.

a) Chtng minh cac tr giadc MDBF, MBCE ndi tiép.

b) Chimg minh cac tam giac DBM va ECM d6ng dang.

c) Cho goc BAC =60° va AB = 2, tinh ban kinh duong tron tam O.
Bai 3:

a) Cho tam giac ABC c6 A nhon. Chimg minh rang: Sasc = %AB.AC. sin A.

Goiy : Vé BH la duong cao cua tam gidc ABC.
BH = ABsinBAH; Sasc = %BH.AC.

b) Cho tir giac ABCD c¢6 AC cit BD tai O va AOB nhon. Chimg minh rang:



Sapch = %AC.BD.sin AOB.

Bai 4: Cho tam giac ABC vuédng tai A, dudng phan giac AD. Chimg minh rang:

1 1 1
+ < :
AB*  AC* 4D’
Bai 5: Cho hinh thang ABCD c¢6 hai canh bén 1a AD va BC bang nhau, dudng chéo AC vudng
gdc v6i canh bén BC. Biét AD = 5a, AC = 12a.

a) Tinh s?n B +cosB
sin B—cos B

b) Tinh chiéu cao cta hinh thang ABCD.
Bai 6: Cho hinh thang ABCD. Biét day AB =a va CD = 2a ; canh bén AD = a, goc A = 90°
a) Chung minh tgC =1 ;
b) Tinh ti s6 dién tich tam giac DBC va dién tich hinh thang ABCD ;
¢) Tinh ti s6 dién tich tam giac ABC va dién tich tam gidc DBC.
Bai 7: Goi AM, BN, CL la ba duong cao cua tam giac ABC.
a) Chung minh: A ANL ~A ABC ;
b) Chuing minh: AN.BL.CM = AB.BC.CA.cosAcosBcosC.



CHU DPE 3: SU XAC PINH PUONG TRON.
PUONG KINH VA DAY CUA PUONG TRON.

I/ SU XAC PINH PUONG TRON.
1. Pinh nghia duwong tron.

* Puong tron tim O ban kinh R 13 hinh gém cac diém cach O mot oN
khoang bang R.

* Ki hiéu: (O ; R) hodc (O).
2. Piém thudc va khong thudc dwong tron.

* Piém M € (O ; R) hay M nam trén duong tron hay (O) di qua M <> OM = R.

* Piém N nam ngoai duong tron <> ON >R

* Piém P nam trong dudng tron <> OP <R
3. Puwong kinh cua dudng tron.

Poan thang ndi hai diém trén dudng tron va di qua tim O goi la A B
duong kinh cia duong tron tam O.

Tam O cia dudng tron 13 trung diém cua dudng kinh.
4. Cach xac dinh dudng tron.

Mot dudng tron xac dinh khi biét tAm va ban kinh hodc biét duong kinh.
5.Chuy.

* Qua ba diém khong thing hang A , B, C ta v& dugc mot dudng tron duy nhét c¢6 tam 1a giao
diém ba duong trung truc cia AABC.

* Qua hai diém A , B cho trude ta v& duoc vo s duong tron c¢6 tim nam trén dudng trung truc
cua doan AB.

* Khong v& duoc duong tron nao di qua ba diém thang hang.
6. Tam doi xirng va truc ddi xing ciia dwong tron.

* Tam cua duong tron 13 tim dbi ximg cua dudng tron do.

* Bat ki dudng kinh nao ciing 1a tryc dbi xtimg ciia dudng tron do

=> M6t dudng tron chi ¢ duy nhat mot tim ddi xtng va c6 vo sd truc dbi ximg.
1I/ PUONG KiNH VA DAY CUA PUONG TRON.
1. Day caa duong tron.

Poan thang ndi hai diém bat ki trén duong tron goi 1a day cta dudng tron do.



Vi du: Day MN cua (O)
Duong kinh AB cling dugc goi la day cua (O). N

2. So sanh d¢ dai dwong kinh va day.

Dinh 1y 1: Trong cic day cua dudng tron, day 16n nhat 1a dudng
kinh.
3. Quan hé vudng goc gitra dwong kinh va day.

Dinh 1y 2: Trong mét dudng tron, dudng kinh vudng goc véi mot day thi di qua trung diém cia
day do.

Dinh 1y 3: Trong mot dudng tron, dudng kinh di qua trung diém cua day khong di qua tam thi

vudng goc voi day do.

BAI TAP CHUYEN DPE 3

I/ PHUONG PHAP.

* Trong mot dudng tron dwong kinh 13 day 16n nhat.

* Trong mot duong tron:

+ Puong kinh vuéng géc véi mot day thi di qua trung diém cia day do.

+ Puong kinh di qua trung diém cia ddy khéng di qua tém thi vudng géc véi ddy do.

* Pé chirmg minh cac diém thudc mot dudng tron: can nhé:

+ Trong tam gidc vudng trung diém canh huyén la tim vong tron ngoai tiép

+ Trong tam gidc déu , tdm vong tron ngoqi tiép la trong tam tam gidc do.

+ Trong tam giac thuong:

- Tdm vong tron ngoai tiép la giao diém ciia 3 dwong trung truc cia 3 canh tam gide dé

- Tdm vong tron néi tiép la giao diém 3 dwong phén gidc trong ciia tam gidc dé

- Cdc dinh ciia hinh chira nhdt cung thude dwong tron tam la giao diém hai dwong chéo.

- Cdc dinh cia hinh vuéng cing thudc dwong tron tam la giao diém hai dwong chéo.

=> PHUONG PHAP: Dé chirg minh cdc diém A A,,.., A, cung thuoc mot duong tron ta
chirng minh cdc diém A A, A cach déu diém O cho trude.
II/ BAI TAP MAU.
Vi du 1. Cho tam gidc déu ABCc6 canh bang a. AM,BN,CP la cac duong trung tuyén. Chimg minh 4
diém B,P,N,C cung thudc mot duong tron. Tinh ban kinh duong tron do

Giai



Vi tam gidc ABC déu nén cac trung tuyén dong thoi ciing 1a duong
cao .
AM, BN, CP lan luot vudng goc v6i BC,AC, AB.

céc tam giac BPC,BNC la tam giac vudng v6i BC 1a canh huyén

MP =MN =MB =MC

4 4 4 3

Céc diém B,P,N,C cung thudéc duong tron Puong kinh BC=a, N\
tam duong tron 1 Trung diém M cua BC
Vi du 2. Cho t giac ABCD c¢6 C+D=90".Goi M,N,P,Q lan luot 1a trung diém cia AB,BD,DC,CA .
Chting minh 4 diém M,N,P,Q cung thudc mot duong tron. Tim tdm duong tron d6
Giai

Kéo dai AD,CB cét nhau tai diém T thi tam giac TCD
vuong tai T.

+ C6 MN la duong trung binh ctia tam giac ABD =>

NM //AD

+ MQ la dudng trung binh ctia tam gidc ABC =>
MQ//BC.

Mait khac AD L BC=MN L MQ.

Ching minh tuong tu ta cling c6: MN L NP, NP L PQ.

Suy ra MNPQ 14 hinh chir nhat.

Hay cic diém M,N,P,Q thudc mot duong tron cé tdm la giao diém O cua hai dudong chéo
NQ,MP
Vi du 3. Cho tam gidc ABC cin tai A ndi tiép duong tron (0). Goi M 1a trung diém ctia AC; G la
trong tdm clia tam giac ABM . Goi Q la giao diém ctia BM va GO. Xac dinh tim duong tron ngoai tiép
tam gidc BGQ

Giai
Vi tam gidc ABC cén tai A nén tim O cua vong tron ngoai tiép

tam gidc nam trén dudng trung tryc cia BC.Goi K la giao diém ctia AO

va BM
Dung cic duong trung tuyén MN,BP cia tam gidc ABM cit nhau
tai trong tam G.Do MN//BC= MN L AO. Goi Kla giao diém cta BM

va AO thi K la trong tdm cua tam gidc ABC suyra GK//AC.
3



Mat khac ta c6 OM L AC suy ra GK L OM hay K la tryc tam cua tam gidc OMG = MK 1 OG .
Nhu vay tam gidc BQG vuodng tai Q.
Do d6 tim vong tron ngoai tiép tam gidc GQB 14 trung diém I cua BG.

Vi du 4. Cho hinh thang vudng ABCD c¢6 A=B=90°.BC=2AD=2a, Goi H la hinh chiéu vudng goc

clia B 1én AC; M 14 trung diém ctia HC . Tim tim va ban kinh dudng tron ngoai tiép tam gisc BDM

Giai
i A D
Goi N la trung diém cua BH thi MN la dudng trung binh cua
tam giac HBC suy ra MN L AB, mdt khac BH 1L AM
=> N la tryc tdm cua tam gidc ABM => AN L BM. E 0
Do MN//=-BC=MN//=AD nén ADMN 14 hinh binh hanh
B

Suyra AN//DM.
Tir d6 ta c6: DM LBM hay tam gidc DBM vudng tai M nén tdm vong tron ngoai tiép tam giac

DBM la trung diémO ciia BD .

Ta co R:MO:%BD:%\/ABz + AD? :%\/4a2 +a? = >

Vi du 5. Cho luc giac déu ABCDEF tim O. Goi M,N i trung diém ciia CD,DE. AM cit BN tai I.

Chung minh rﬁng cac diém M,1,0,N,D nam trén mot duong tron

Giai
B C E N D
H, Ky
1 J
A D K
@)
N
F E B

ABCDEF 1 luc giac déu => OM 1 CD,ON L DE= M,N,C,D nim trén duong tron dudng kinh OD.
Vi tam gidc AOBN =AOAM nén diém O cach déu AM,BN => OI la phan giac trong ctia goc AIN

, |OH L AM \ \ \ , .,
¢ { = DH, =20H (Do OH la duong trung binh cua tam gidc DAH,

DH, L AM



, |OK_LBN .
= DK, =20K (Do OK :E:l vO1 J=ADNNB)
DK, L BN DK, JD 2
Do OK =OH < DH, = DK,
=> D cach déu AM,BN hay ID la phéan giac ngodi ciia AIN = OID =90° .
Vay 5 diém M,I,0,N,D cung nam trén mot duong tron dudng kinh OD.
Vi du 6. Cho hinh vuéng ABCD. Goi M 1a trung diém BC,N 1a diém thudc dudng chéo AC sao cho
AN = iAC . Chirng minh 4 diém M,N,C,D nam trén ciing mot dudng tron
Giai

Ta thdy tir gidc MCDN c¢6 MCD=90° nén dé chimg minh 4 E M

diém M,N,C,D cung nam trén mot dudng tron ta sé ching minh
MND =90°
Cach 1: Ké duong thang qua N song song vdi AB cit BC,AD [

tal E,F.

Xét Avusng NEM va Avuong DFN ¢O EM = NF = iAB, EN=DF = iAB F D
=> ANEM = ADFN =>
NME = DNF,MNE = NDF = MNE + DNF =90° => AMND vuéng tai N.
Suy ra 4 diém M,N,C,D cing nam trén duong tron duong kinh MD
Cach 2: Goi K 1a trung diém cta ID v6i I 1a giao diém cua hai dudng chéo.
D@ thdy MCKN 1a hinh binh hanh nén suy ra CK//MN.
Mait khac do NK L CD,DK L CN = K Ia tryc tdm cua tam giac CDN = CK L ND < MN L ND.

Vi du 7. Cho tam gidc ABC c6 truc tim H. Liy diém M,N thudc tia BC sao cho MN =BC va Mnim
gitta B,C. Goi D,E lan luot 1a hinh chiéu vuéng goc cua M,N lén AC,AB. Ching minh cacdiém
A,D,E,H cung thuoc mdt duong tron
Giai
Gia sit MD cit NE tai K. Ta ¢c6 HB//MK do cung
vudng goc v6i AC suy ra HBC=KMN ( goc dong vi) .

Tuong tu ta ciing ¢ HCB=KNM két hop véi gia thiét

BC=MN = ABHC = AKMN < S, 51 =S = HK //BC.
Mait khac ta c6 BC L HA nén HK L HA hay H thudc duodng tron duong tron duong kinh AK.
Dé théy E,D e(AK) nén cacdiém A,D,E H cung thugc mot duong tron.
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I/ BAI TAP TU LUYEN.
Bai 1: Cho tam gidc ABC c6 cac duong cao BH va CK.

a) Ching minh: B, K, H va C cing nim trén mot dudng tron. Xac dinh tim dudng tron do.

b) So sanh KH va BC.
Bai 2: Cho tam giac ABC c6 3 goc nhon. Vé (O) duong kinh BC, né cit cac canh AB, AC theo thu tu
6D vaE.

a) Chirng minh: CD 1 AB; BE L AC.

b) Goi K 14 giao diém ctia BE va CD. Chtrng minh: AK 1 BC.
Bai 3: Cho hinh thoi ABCD. Goi O 14 giao diém hai duong chéo. M, N, R va S lan luot 1a hinh chiéu
cua O trén AB, BC, CD va DA. Ching minh 4 diém M, N, Rva S cung thudc mot duong tron.
Bai 4: Cho tam giac ABC vuong tai A diém D thudc canh AB, diém E thudc canh AC. Goi M, N, P, Q
theo thr ty 1a trung diém cua DE, DC, BC, BE. Chung minh 4 diém M, N, P, Q cung thuoc mét duong
tron.
Bai 5: Hinh thoi ABCD c6 A =60°. Goi O la giao diém cua hai duong chéo. E, F, G, H theo tht tu 1a
trung diém cua AB, BC, CD, DA. Ching minh 6 diém E, B, F, G, D, H thudc cung mot duong tron.
Bai 6: Cho duong tron (O) dudng kinh AB. Diém C thudc duong (O). Puong tron (I) duong kinh OA
cat OC tai D. V& CH L AB.

a) Chiing minh A, C, D, H cung thudc mot duong tron.

b) Ching minh OD = OH. Tu d6 chi ra HD // AC.
Bai 7: Cho hinh thang ABCD (AB // CD, AB < CD) ¢6 C=D=60°, CD = 2AD. Chémg minh céc
diém A, B, C,D cung thuoc mot duong tron.
Bai 8: Cho (O) duong kinh MN, I thuoc OM, K thudéc ON. Qua I, K v€ cac day AB va CD vuong goc
vo1 MN

a) C/m MN la dudng trung truc cua AB va CD

b) C/m ABCD Ia hinh thang cin
Bai 9: Cho duong tron (O; R) duong kinh AB. Goi M 1a mét diém nam trén AB (diém M khéac O). Qua
M vé ddy CD vuédng goc voi AB. Ly diém E d6i xtmg v6i A qua M.

a) Ttr gidc ACED 14 hinh gi? Vi sao?

b) Gid st R = 6¢cm ; MA = 4cm. Tinh CD.

3
¢)* Goi H va K 1an lugt 14 hinh chiéu cia M trén CA va CB. Chirng minh: MH.MK = A/zli




Bai 10: Cho dudng tron (O; R). V& hai ban kinh OA, OB. Trén cac ban kinh OA, OB lan luot 14y cac
diém M, N sao cho OM = ON. V& day CD di qua M, N (M ¢ giita C va N).

a) Chung minh CM = DN.

b) Gia su AOB =90°. Tinh OM theo R sao cho CM = MN = ND .
Bai 11: Cho dudng tron (O; R) duong kinh AB. Goi M, N 1an luot 13 trung diém ctua OA, OB. Qua M,
N lan lugt vé& cac day CD va EF song song vé6i nhau (C va E ciing nam trén mét nira dudng tron dudng
kinh AB).

a) Chuing minh tir gidc CDEF 1a hinh chir nhat.

b) Gia st CD va EF cung tao véi AB mdt goc nhon 30° . Tinh dién tich hinh chit nhat CDFE.
Bai 12: Cho hinh chit nhat ABCD, ké BH vudng goc v6i AC. Trén AC,CD ta ldy cac diém M,N sao

cho % = %. Chting minh 4 diém M,B,C,N nim trén mot dudng tron.

Goi y: BCN=90°, hiy chimg minh BMN =90°



CHUYEN DE 4: DAY - KHOANG CACH TU TAM TOI DAY.

1. Dinh ly 1: Trong mot dudng tron:

a) Hai day bang nhau thi cach déu tam.

b) Hai day cach déu tam thi bang nhau.

Tém tit: Cho (O), hai day MN va PQ. Ké OH L MN tai H, OK
1 PQ tai K.

* Néu MN = PQ => OH = OK

* Néu OH = OK => MN = PQ
2. Dinh ly 2. Trong hai day cia mét duong tron:

a) Day nao 16n hon thi day d6 gan tdm hon.

b) Day nao gan tdm hon thi day d6 16n hon.

Tém tit: Cho (O), hai ddy MN va PQ. Ké OH L MN tai H, OK
1 PQ tai K.

* Néu PQ > MN => OK < OH

* Néu OK < OH => PQ > MN

BAI TAP CHUYEN DPE 4
Bai 1: Cho dudng tron (O) va diém A & ngoai dudng tron. V& tia Ax cit (O) tai B, ¢ va tia Ay cét
(O) tai D, E sao cho xAO > yAO. So sanh cac diy DE va BC.

Huéng dan
K¢ OI L BC, OH L DE thi x
OI = OA sinOAx e N\
. N -'ll: 'llll l:'---\-----\-\--\"‘-\-__\_\__
f)H = OAA.smOAy A A | - {i B ——ﬁl— __--:}%f
Ma OAx > OAy nén sin OAx > sin OAy "\‘ W Lo
=> Ol > OH => BC <DE (lién h¢ gitta day va khoang —e~._ "

cach tir tam dén day).

Bai 1: Cho (O; 5cm), day AB = 8cm.
a) Tinh khoang cach tir tim O dén day AB.
1



b) Goi I 13 diém thudc day AB sao cho Al = lem. K¢ day CD di qua I va vudng goc v6i AB.
Chtrng minh CD = AB.
Bai 2: Cho dudng tron (O), diém A nidm bén trong dudng tron. V& day BC vudng goc véi OA tai
A. V& day EF bat ki di qua A va khong vudng goc véi OA. Hiy so sanh do dai hai day BC va EF
?
Bai 3: Cho (O), hai day AB va CD bang nhau, cac tia AB va CD cit nhau tai E nam bén ngoai
duong tron. Goi H va K theo thtr tu 13 trung diém ctua AB va CD. Chirg minh: EH = EK va EA
= EC.
Bai 4: Cho (0), hai day AB, CD (AB < CD), cac tia AB va CD cit nhau tai K ndm bén ngoai
duong tron. Pudng tron (O; OK) cit KA va KC tai M va N. Chirng minh: KM < KN.
Bai 5: Cho (0), hai diy AB va CD bang nhau, cac tia AB va CD cat nhau tai I nim bén ngoai
duong tron. Chimg minh:

a) 10 1a phén giac goc AIC

b) Goi M va N lan luot 1a trung diém ctia AB va CD. Chung minh: O, M, I, N cung thudc
mot duong tron.
Bai 6: Cho (O), cac ban kinh OA, OB. Trén cung nhé AB lay cac diém M va N sao cho AM =
BN. Goi C 14 giao diém cia AM va BN. Chiing minh:

a) OC la phan giac goc AOB.

b) OC vuong goc véi AB.
Bai 7: Cho dudng tron (O; R). V& hai ban kinh OA, OB. Trén cac ban kinh OA, OB lan luot lay
cac diém M, N sao cho OM = ON. V& day CD di qua M, N (M ¢ gitta C va N).

a) Ching minh CM = DN.

b) Gia sit A0B =90°. Tinh OM theo R sao cho CM = MN = ND .
Bai 8: Cho tam giac ABC (AB < AC ), ké hai dudng cao BD va CE cit nhau tai H.

a) Chung minh bon diém B, D, C, E cung thuoc mot duong tron . xac dinh tdm I ctia duong
tron do.

b) Chung minh AB.AE = AC.AD

¢) Goi K 1a diém dbi xtmg cta H qua I. Chirng minh rang: BHCK 14 hinh binh hanh.

d) Xé4c dinh tim O cta dudng tron qua 4 diém A, B, K, C.



e) Chuing minh OI // AH.



CHU PE 5: VI TRI TUONG POI CUA PUONG THANG VA PUONG TRON
TIEP TUYEN CUA PUONG TRON.

A/LY THUYET.
Goi khoang cach tir tim O dén dwong thang 1a OH

1. Pudng thang cit dwong tron tai hai diém phén biét:
<> duong thang c6 hai diém chung A,B voi duong tron (0) < OH <R
2. Puong thing A va dwong tron (O) khong giao nhau.
< Pudng thang A va duong tron (O) khong ¢ diém chung
<~ OH>R
3. Puwong thing tiép xic véi dwong tron.
<> duodng thang A chi c6 mot diém chung H véi duong tron (0) <> OH =R,

) <4

A
-H B
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4. Tiép tuyén ciia dwdng tron.
A 12 tiép tuyén ctia duong tron (O) tai diém H < A tiép xtc véi duong tron tai H
Piém H goi la tiép diém cua tiép tuyén voi dudng tron (0). Ta ¢ OH=R
*Néu A latiép tuyén ctia (0) thi A vudng goc vai ban kinh di qua tiép diém
* Néu hai tiép tuyén cua duong tron cit nhau tai mot diém thi
+ Piém d6 cach déu hai tiép diém

+ Tia ké tir diém d6 dén tam O 1 tia phan giac goc tao boi 2 tiép tuyén



+Tia ké tir tAm di qua diém d6 1a tia phan giac goc tao bai hai ban kinh di qua céc tiép diém

+ Tia ké tir tAm di qua diém d6 thi vudng goc véi doan thang ndi hai tiép diém tai trung diém
ctia doan thang do.
4. Pwong tron ndi tiép tam giac

+ 1a duong tron tiép xtc v6i 3 canh tam giac 1a

+ c6 tam la giao diém 3 duong phan giac trong clia tam giac
5. Puong tron bang tiép tam giac

+ 1a duong tron tiép xuc voi mot canh cia tam giac va phén kéo dai hai canh kia

+ Puong tron bang tiép tam gidc trong goc A cd tim 14 giao diém cua hai dudng phan giac
ngoai goc B va goc C

+ Mdi tam giac c6 3 dudng tron bang tiép.

A

—o_ C

N E R s X .
Duong tron bang tiép trong goc A

Pudng tron noi tiép AABC
B/ BAI TAP VE TIEP TUYEN
I/ Phwong phap: Xét (O, R) va dwong thing d
* Bai toan vé khoang cach OH tir tim O t6i dwong thang d khi d cit (O) tai hai diém.
Xét OH L AB= OH<R,HA =HB=+R?-OH? . Theo dinh Iy Pitago ta c6: OH? =MO? - MH>
Mit khéc ta cling c6: OH? =R? - AH?

=> MO’ -MH? =R* - AH? & MH? - AH> =MO” -R* < (MH - AH)(MH + AH) =MO” - R?

CAC KET QUA THU PUOQC

+Néu M nam ngoai doan AB thi MAMB =MO? - R?



+ Néu M nim trong doan AB thi MAMB =R? - MO?

Lo 10n A 9 I3 N A 2
+ Moi lién hé khoang céach va diy cung: R? = OH? LS

* P¢ chirng minh mt dwong thing d 12 tiép tuyén (tiép xic) véi dwong tron (O, R):

+ Cach 1: Ching minh khoang cach tir O dén d bang R. Hay néi cach khac ta vé OH L d,
chirng minh OH = R.

+ Cach 2: Néu biét d va (O) co mot giao diém 1a A, ta chi can chimg minh OA 1 d.

+ Cach 3: St dung phuong phép trung khit (Cach nay s& duoc dé cip trong phan géc ndi tiép
va goc tao béi tiép tuyén va diy)
I/ BAI TAP MAU.
Vi du 1. Cho hinh thang vuéng ABCD (A=B=90°) c6 O la trung diém cua AB va gbc COD=90°.

Chung minh CD 14 tiép tuyén cua duong tron duong kinh AB

Giai A C
Kéo dai OC cit BD tai E vi COD=90° suy ra EOD=90°.
Vi COD nén xét Avuong COD va Ayuong EOD ta ¢6 H
OD chung
OC_OA 1. oc-op.
OD OB
— ACOD = AAEOD => DC=DE => AECD cén tai D. E° B *D

K¢é OH 1 CD thi AOBD = AOHD = OH = OB

ma OB=0A = OH=0B=0A hay A,H,B thudc duong tron (O).

Do d6 CD 1a tiép tuyén cia dudng tron dudng kinh AB.
Vi du 2. Cho hinh vudng ABCD c¢6 canh bang a. Goi M,N 1a hai diém trén cac canh AB,AD sao cho
chu vi tam gidc AMN béang 2a . Chimg minh dudng thang MN luén tiép xtic v6i 1 duong tron c¢b dinh

Giai

Trén tia d6i ciia BA ta liy diém E sao cho BE=ND. A E

Ta c6 ABCE=ADCN = CN=CE.

Theo gia thiét ta co:

MN+AM+AN=AB+AD= AM+MB+AN+DN= AM+ AN + MB + BE b

Suy ra MN =MB+BE =ME.

Tir d6 ta suy ra AMNC = AMEC = CMN =CMB.



Ké CHIMN= CH=CB=CD=a.

Vay D,H,B thudc duong tron tAm C ban kinh CB=a suy ra MN ludn tiép xtc v6i dudng tron

tdm C ban kinh bang a.
Vi du 3. Cho tam gidc ABC c4n tai A duong cao BH. Trén nira mit phing chira C bd AB v& Bx L BA
cit dudng tron tAm B ban kinh BH tai D. Chiémg minh CD 1a tiép tuyén cua (B)

Giai
Vi tam gidc ABC cén tai A néntacoé: B=C=a. \
H

Vi Bx LBA=B, +a=90°. \
Miit khéc ta ciing ¢ B, +a=90" =B, =B, . “\

Hai tam gidc BHC va ABDC c6 BC chung, B, =B, , BH=BD=R

suy ra ABHC = ABDC(cg.c) suy ra BHC =ABDC =90° .

Néi cach khac €D 1a tiép tuyén cia dudng tron (B)
Vi du 4. Cho tam giac ABC vudng tai A (AB<AC) duong cao AH. Goi E la diém ddi xang v6i B qua
H. Puong tron tdim O duong kinh ECcit AC tai K. Ching minh HK 1a tiép tuyén ctua dudng tron
O)

Giai

Vi tam gidc EKC c¢6 mot canh EC la duong kinh ctia (O) nén
EKC =90° .

Ké HI L AC=BA//HI//EK suy ra AI=IK tir do ta c6 tam giac

AHK can tai H.

Do do I?l -B (cung phu v6i goc hai goc bang nhau 13 BAH,IHK )

Miit khéc ta ciing co: K, =C, (do tam gidc KOC cén tai O).
Ma B+C, =90° =K, +K, =90° suy ra HKO=90° hay HK 14 tip tuyén cia (O).
Vi du 5. Cho tam giac ABCvuong tai A duong cao AH. V& duong tron
tdm A ban kinh AH ké cic tiép tuyén BD,CE vdi (A) (D,E la cac tiép
diém khac H). Ching minh DE tiép xuc véi duong tron dudng kinh BC
Giai

Tinh chét cua hai tiép tuyén cit nhu c6: DAB =HAB,CAH = CAE.

—



hay DAB+ CAE + HAB+ CAH =180° = D, A, E thing hang.

Goi O 1a trung diém ciia BC thi O 13 tim dudng tron ngoai tiép tam giidc ABC.

Mat khac AD =AE nén OA la duong trung binh cua hinh thang vuéng BDEC

Suy ra OA LDE tai A.N6i cach khac DE 14 tiép tuyén ciia dudng tron (O). Puong kinh BC
III/ LUYEN TAP.
Bai 1: Cho duong tron (O) duong kinh AB. C 1a mot diém thay doi trén duong tron (O) . Tiép tuyén
ctia (O) tai C cat AB tai D.Qua O v& dudng thing vudng goc v6i phan gidc goc ODC, dudng nay cét
CD tai M. Chirng minh rang duong thang d qua M song song v6i AB ludn tiép xuc véi (O) khi C thay
doi.
Bai 2: Cho tam giac ABC nhon. V& dudng tron tam O duong kinh BC cat AB, AC lan luot tai E va F.
BF va CE cit nhau tai I. Goi M 13 trung diém AL Ching minh: MF 14 tiép tuyén cua (O).
Bai 3: Cho dudng tron (O;R) c6 dudng kinh BC, ldy diém A thudc (O) sao cho AB =R

a. Chimg minh tam gidc ABC vuong va tinh d6 dai BC theo R.

b. Tiép tuyén tai A cta (O) cit duong thang BC tai M. Trén (O) lay diém D sao cho MD = MA
(D khac A). Chimng minh MD 14 tiép tuyén cia (O).
Bai 4: Cho tam gidc ABC déu néi tiép duong tron (O), AB = 4./3. Puong kinh AD cit BC tai H.
Puong thang BO cit tiép tuyén tai A caa duong tron (O) & diém E.

a. Chiing minh AH vudng goc véi BC, tinh d§ dai AH va ban kinh cua dudng tron (O).

b. Chtrng minh EC 14 tiép tuyén ctia (O) va tir giac ABCE 14 hinh thoi.
Bai 5: Cho ntra dudng tron tim O duong kinh AB = 2R. Trén nira dudng tron ldy diém C (C khac A va
B). Goi D la giao diém cua duong thang BC véi tiép tuyén tai A cia nira duong tron tam O va I 1a
trung diém AD.

a. Chirng minh BC.BD = 4R?

b. Ching minh IC 14 tiép tuyén ctia nira dudng tron tim O.
Bai 6. Cho tam giac ABC nhon, duong cao BD va CE cit nhai tai H. Goi I 13 trung diém cua BC.
Chung minh rang ID, IE 14 tiép tuyén ciia dudng tron ngoai tiép tam giac ADE.
Bai 7: Cho duodng tron (O) dudng kinh AB. Ax, By 1a 2 tia tiép tuyén cua (O) (Ax, By cing nira mit
phang bo 1a dudng thang AB). Trén Ax lay diém C, trén By lay diém D sao cho goc COD bang 9070 .
Chtng minh rang: CD tiép xtic v6i dudng tron (O).
Bai 8. Cho duong tron tam O dudng kinh AB. M6t nira duong thang qua A cat duong kinh CD vudng
goc vai AB tai M va cat (O) tai N.

a. Chirng minh AM.AN = AC?



b. Chtrng minh duong tron ngoai tiép tam giac CMN tiép xuc véi AC tai C.



CHU DPE 6: VI TRI TUONG POI CUA HAI PUONG TRON.

Xét hai duong tron (O;R),(O;R") va gid st R >R’

I/ Hai dwong tron tiép xiic nhau: chi c6 mot diém chung

C
)
D

1. Hai dwong tron tiép xic ngoai:

+ Diéu kién R+R'=00".
+ Tiép diém nam trén dudng ndi tim cua hai dudng tron.
+ Puong ndi tam 1 truc d6i xting cia hai duong tron.
2. Hai dwong tron tiép xiic trong tai A.
+ Piéu kién: 00’ =R -R’=0A - O’A
+ Tiép diém nam trén dudng ndi tim cua hai dudng tron.
+ Puong ndi tm 12 truc d6i xtmg ca hai duong tron.
II/ Hai dwong tron khong giao nhau: khong c6 diém chung.

U ngoai nhau Pumg nhau
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1. Hai dwong trong ¢ ngoai nhau.

+ Piéu kién: 00’ >R + R’

+ Puong ndi tam 1a tryc doi xing cua hai dudng tron.
2. Hai dwong tron dung nhau.
+ Diéu kién: 00’ <R-R’

+ Puong ndi tam la truc doi xung cua hai dudng tron.



I1I/ HAI PUONG TRON CAT NHAU tai A va B: (C6 hai diém chung A va B)

+Didu kién: R -R* <00’ <R+ R’
+ Puong ndi tam 1a truc ddi ximg cia hai dudng tron.

+ Puong ndi tam 1a duong trung tryc cia AB.

B/ BAI TAP VAN DUNG.
I. BAI TAP MAU.

Bai 1:

Cho duong tron tim O, ban kinh R. Ly diém A tuy ¥ trén (O). V& dudng tron duong kinh OA.

Xac dinh vi tri trong d6i cua hai duong tron.

Bai 2:

Hudng dan
Goi O’ 1a tm duong tron dudng kinh OA.
Ta c6 O’ 1a trung diém cua OA va ban kinh dudng tron(O) 1a
R'=0A/2 =R/2.
Do dai doan ndi tim: d = 00' = OA/2 = R/2.
Ta co: R - R'=R/2 =d nén (O) va (O) tiép xuc trong tai A.
Cho hai dudng tron (O;R) va (O’; R) cit nhau tai M va N. Biét 00’=24cm, MN =10cm. Tinh R.

Huong dan
Goi giao diém ciia OO0’ va MN 1a 1.
ViOM=0ON=0’M=0’N=R
=> tor giac OMO’N Ia hinh thoi

=>00' L MN tai diém I 14 trung diém ciia mdi doan OO’ va

Do d6: IM = MN/2 =5cm ; I0 =002 = 12cm.
Ap dung dinh 1y Py-ta-go vao tam giac MIO ta co:

R=0M=JIM>+0I* =13

Vay R = 13(cm)



Bai 3: Cho hai duong tron (O;R) va (O’;R”) tiép xiic ngoai tai A. Ké tiép tuyén chung ngoai MN véi M
thudc (0), N thudc (O’). Biét R = 9cm, R’ = 4cm. Tinh d6 dai doan MN.
Hudng dan

Taco: OO’=0A+0O’A=9+4=13(cm)

Ké OH 1L OM tai H

=> tu gidc O’NMH 1a hinh chir nhat

=> MH = O’N =4cm; MN = O’H

=>(0OH=0M - MH =9 -4 = 5(cm)

Ap dung dinh li py-ta-go vao tam gidc OO’H,
ta c6: MN = O'H = YOO +OH? = 12 (cm)

Vay MN = 12cm.
Bai 4: Cho hai duong tron (O;R) va (O}R") tiép xlic ngoai tai Avoi (R>R'). Puong ndi tim 0O’ cit

(0),(0" lan luot tai B,C. Day DE cua (O) vudng goc véi BC tai trung diém K ctia BC
a) Chuing minh BDCE 14 hinh thoi
b) Goi I 13 giao diém ciia EC va (0'). Ching minh D,A,I thiang hang
¢) Chimg minh KI 12 tiép tuyén ciia (O')

Hudng dan

a) Vi BCvudng goc véi duong thang DE nén DK =KE,BK =KC (theo gia thiét)
=> tr gidc BDCE la hinh binh hanh, lai c6 BC L DE nén 1a hinh thoi.

b) Vi tam giac BDA ndi tiép dudng tron (O;) ¢6 BA la duong kinh nén ABDA vuodng tai D.
Goi I' 12 giao diém ctia DA véi CE thi AI'C=90° (1) (vi so le trong v6i BDA).
Lai c6 AAIC ndi tiép duong tron (O,) ¢6 AC la duong kinh

=> tam giac AIC vudng tai I, hay AIC =90° ().



Tir (1) va (2) suy ra I=1'. VAy D,A,I thang hang.
¢) Vi tam gidc DIE vudng tai I ¢6 IK 14 trung tuyén ing v6i canh huyén DE

=> KD=KI=KE=D, =1, (1).

Lai c6 D, =C, (2) do cing phu v6i DEC va C, =C; (3), vi 0,C=0,I 1a ban kinh ctia duong tron

~

Tir (1),2),(3) suyra I, = I, > T, + 1, =1, +1, =90° hay KIO, =90°

=> KI vudng goc v6i ban kinh 0,1 cta duong tron (O,).

Vay KI 1a tiép tuyén ctia duong tron (0,).
II/ LUYEN TAP.
Bai 1: Cho tam gidc ABC vudng ¢ A, duong cao AH. Goi D va E 1an luot 13 hinh chiéu cua diém
H trén cac canh AB va AC.

a) Chung minh AD. AB = AE. AC

b) Goi M, N lan luot 13 trung diém ciia BH va CH. Chung minh DE 1a tiép tuyén chung
cua hai duong tron (M; MD) va (N; NE).

¢) Goi P 1a trung diém MN, Q 14 giao diém ctia DE va AH . Gia st AB =6 cm, AC =8 cm
. Tinh d¢ dai PQ.
Bai 2. Cho hai dudng tron (O) va (O) tiép xtc ngoai tai A. Goi CD 1a tiép tuyén chung ngoai cua
hai duong tron (véi ce (O)vaD e (O)).

a) Tinh s do goc CAD.

b) Tinh d6 dai CD biét OA =4,5 cm, O'A =2 cm.
Bai 3. Cho hai dudng tron (O) va (O) tiép xtic ngoai tai A. Ké tiép tuyén chung ngoai MN véi M
thudc (O) va N thudc (O'). Goi P 1a diém d6i xtmg v6i M qua OO’, Q 1a diém d6i xtmg véi N qua
OO'. Chirng minh rang :

a) MNQP la hinh thang can.

b) PQ 1a tiép tuyén chung cta cta hai dudng tron (O) va (O) .

c) MN + PQ = MP + NQ.
Bai 4. Cho tam gidc ABC c6 ba goc nhon. Cac dudng cao AD, BE, CF cua tam giac ABC cat nhau tai
diém H. Ching minh hai duong tron ngoai tiép hai tir gisc BDHF va CDHE cét nhau.



Bai 5. Cho dudng tron tAm O, ban kinh R va diém A c¢b dinh bén trong duong tron (0). Goi M 14 diém
di dong trén dudng tron (O), duong trung truc cua ddy AM cit (O) tai P va P’.

a) Chimng t6 tap hop cac hinh chiéu cua O 1én PP’ 1a dudng tron (I).

b) Chung té duong tron (I) va dudng tron (A, R) dung nhau.
Bai 6. Cho tam giac ABC vudng tai A c6 AB = 5cm, AC = 12cm. Xét vi tri tuong ddi ciia hai duong tron
(B, 6cm) va (C, a cm), (a € R) theo a.
Bai 7. Cho tam gidc OAO’ vudng tai A c6 OA = 6cm, O’A = 8cm. Chung minh duong tron (O, 5cm)
va duong tron (O, V65 cm) cit nhau tai hai diém M va N. Tinh d dai MN.
Bai 8. Cho duong tron (O) c6 duong kinh BC, day AD vudng gbéc voi BC tai H. Goi E, F 1a chan cac
duong vudng goc ké tir H dén AB, AC. Goi (I), (K) theo thir ty 14 cac dudng tron ngoai tiép tam giac
HBE, HCF. Xéc dinh vi tri twong dbi gitta cac duong tron: (I) va (0), (K) va (0), (I) va (K).
Bai 9. Cho hai dudng tron (O, R) va (0’, R”) tiép xtic ngoai nhau cb dinh. Ban kinh OA quay quanh O,
ban kinh OA” quay quanh O’ sao cho OA ludn song song v6i O’A’. Goi M 1a trung diém ctia AA”’,
Bai 10. Cho tam giac ABC c6 AB = 3a, AC = 4a, BC = 5a. Puong trung tryc ciia AC cat duong phan
gidc ciia goc BAC tai K. Pudng tron tim K tiép xtc véi duong thang AB. Chirng minh rang dudng tron
(K) tiép xuc voi duong tron ngoai tiép AABC.
Bai 11. Cho tam gidc ABC vudng tai A c6 AB =a va AC = 2a/3. Xac dinh ban kinh ctia duong tron tdm
C dé duong tron nay tiép xtc voi dudng tron (0°) tai M.

a) Chirng minh cac duong thang vudng goc véi d tai M va M’ di qua cac diém N va N’ ¢ dinh va
thang hang véi B.

b) Chtng minh trung diém I cia NN’ 14 tdm cua dudng tron tiép xuc voi hai duong tron (O) va

(0”).



CHU DPE 7: TONG ON CHUONG II

PHIEU SO 1

Bai 1. Cho tam gidc ABC c6 ba goc nhon ndi tiép dudng tron (O). Cac dudng cao AD, BE, CF cit nhau tai H.
Chtrng minh rang:

1/ Bbn diém B, C, E, F cung nam trén mot dudng tron.

2/ AE.AC = AH.AD; AD.BC = BE.AC.

Loi giai:

1/ Theo gia thiét: BE 1a dudng cao => BE L AC => Z/BEC =90,
CF la duong cao => CF L. AB => ZBFC = 90°.
Lay I 1a trung diém cua BC => IB =IC = IF = IE.
Vay boén diém B,C,E,F cung nam trén mot duong tron dudng
kinh BC

1. Xét hai tam gidc AEH va ADC ta c6: £ AEH= 2/ ADC=90"; ZA

la gbc chung

A AEH ~ AADC = AE _AH £ AC = AHAD.
4D  AC

* Xét hai tam giac BEC va ADC ta c6: £ BEC = £ ADC =90° ; ~C 1a géc chung

—~ ABEC ~ AADC = BE _BC D BC=BEAC.
4D AC

Bai 2. Cho tam giac cdn ABC (AB = AC), cic duong cao AD, BE, cit nhau tai H. Goi O 13 tAm dudng tron

ngoai tiép tam giac AHE.

1/ Bbn diém A, E, D, B cung nam trén mot dudng tron.
2/ Chimmg minh ED = %BC.
3/ Chtng minh DE 1a tiép tuyén cta dudng tron (O).

4/ Tinh d dai DE biét DH=2 Cm, AH = 6 Cm.

Loi giai:

1. Chung minh nhu bai 1

2. Theo gia thiét tam giac ABC can tai A c6 AD 1a dudng cao nén
ciing 1a duong trung tuyén

=> D 4 trung diém ctia BC. Theo trén ta c6 ZBEC =90° .



. . £ 1
Vay tam giac BEC vudng tai E c6 ED la trung tuyén => DE = 5 BC.

3. Vi O 1a tam duong tron ngoai tiép tam giac AHE nén O la trung diém cia AH => OA = OE => tam
giac AOE can tai O => ZE; = LA (1).

1 . .
Theo trén DE = 5 BC => tam gidc DBE can tai D => ZE3 = /B, (2)

Ma £B1 = ZA; (vi cung phu v6i goc ACB) => LE| = LE; => ZE| + ZE> = ZE> + ZE3

Ma ZE; + ZE; = ZBEA =90° => /E; + ZE3 = 90" = ZOED => DE L OE tai E.

Vay DE 1a tiép tuyén cta duong tron (O) tai E.
4. Theo gia thiét AH=6 Cm =>OH=0E =3 cm.; DH=2 Cm => 0D =5 cm.

Ap dung dinh li Pitago cho tam giac OED vudng tai E ta co

ED?=0D? - OE? & ED? =52 -3 & ED =4cm
Bai 3: Cho nira duong tron duong kinh AB = 2R. Tir A va B ké hai tiép tuyén Ax, By. Qua diém M thudc nira
duong tron ké tiép tuyén thir ba cit cac tiép tuyén Ax , By lan lugt & C va D. Cac dudng thing AD va BC cit

nhau tai N.
1/ Chiing minh AC + BD = CD.
y
2/ Chimg minh ZCOD = 90°. x D
|

2

3/ Chimg minh AC. BD = “2_ L
c

4/ Ching minh OC // BM
5/ Chtng minh AB 1 tiép tuyén ctia dudng tron dudng kinh CD. k ¥
6/ Chitng minh MN L AB.

7/ Xac dinh vi tri cia M dé chu vi tr giac ACDB dat gia tri nho nhat.

Loi giai

1/ Theo tinh chét hai tiép tuyén cit nhau ta co:

CA =CM; DB=DM => AC +BD =CM + DM.

MaCM+DM=CD=>AC+BD=CD
2/ Theo tinh chét hai tiép tuyén cit nhau ta c6: OC 1a tia phan giac ctia goc AOM; OD la tia phan giac cua goc
BOM, ma ZAOM va ZBOM la hai goc ké& bu => ZCOD = 90°.
3/ Theo trén ZCOD = 90° nén tam gidc COD vudng tai O c6 OM L CD ( OM la tiép tuyén ).

Ap dung hé thirc giita canh va duong cao trong tam giac vudng ta c6 OM? = CM. DM,

2
Ma OM =R; CA=CM; DB=DM => AC.BD =R?>=>AC.BD = 45 .

4/ Theo trén ZCOD =90° nén OC 1 OD . (1)



Theo tinh chét hai tiép tuyén cat nhau ta c6: DB = DM; lai c6 OM = OB =R

=> 0D la trung truc cita BM =>BM 1 OD . (2).

Tu (1) Va (2) = OC // BM ( Vi cung vudng goc voi OD).
5/ Goi I 1a trung diém ciia CD ta c¢6 I 1a tim dudng tron ngoai tiép tam giac COD dudng kinh CD ¢6 10 14 ban
kinh.

Theo tinh chét tiép tuyén ta c6 AC L AB; BD 1. AB => AC // BD => tir gid&c ACDB la hinh thang.

Lai c6 I 1a trung diém ctia CD; O 1a trung diém cua AB

=> [0 la duong trung binh cua hinh thang ACDB

= I0//AC,maAC LAB=>10 L AB tai O

=> AB la tiép tuyén tai O ctia duong tron dudng kinh CD

6/ Theo trén AC // BD => ﬂzﬂ , ma CA = CM; DB = DM nén suy ra g:%
BN BD BN DM

=>MN //BD ma BD L AB=>MN L AB.
7/ Ta ¢6 chu vi tir gidlc ACDB = AB + AC+ CD + BD ma AC + BD =CD

=> Chu vi tir gidc ACDB = AB + 2CD ma AB khong ddi

=> Chu vi t gisc ACDB nho nhat khi CD nho nhat , ma CD nh6 nhét khi CD la khoang cach giir Ax va
By tuc 1a CD vuong goc voi Ax va By. Khi do CD // AB

=> M phai 1a trung diém cta cung AB.
Bai 4. Cho tam giac cin ABC (AB = AC), I 1a tdm duodng tron ndi tiép, K 1a tim dudng tron bang tiép goc
A, O la trung diém cua IK.

1/ Chtiing minh B, C, I, K cung nam trén mot duong tron.

2/ Chtrng minh AC 14 tiép tuyén cta dudng tron (O).

3/ Tinh ban kinh duong tron (O) Biét AB = AC =20 Cm, BC =24 Cm.

Loi giai

1. Villa tam duong tron ndi tiép, K 1a tdm duong tron bang tiép goc A nén BI va
BK 14 hai tia phan giac cta hai goc ké bu dinh B

Do d6 BI L BK hay ZIBK =90° .

Tuong tu ta cling ¢ LICK = 90°

Lay O’ 1a trung diém cua IK => O’K =0’ =0C = OB

=>B, C, [, K cung nam trén mot duong tron.
2. Taco £Ci = ZC, (1) (vi CI 1a phan giac cua goc ACH.

ZCa+ Z11 =90° (2) (vi ZIHC =90°).

£ = £ 1CO (3) (vitam giac OIC can tai O)




T (1), (2), (3) => ZCi + ZICO = 90° hay AC L OC. Vay AC 1a tiép tuyén cua duong tron (O).
3. Tur gia thiét AB=AC =20 Cm, BC =24 Cm =>CH =12 cm.
AH?=AC?>-HC?>=> AH = +/20° —=12* =16 (cm)

2 2
Ch”_127 _ 9 (cm)
AH 16

CH?=AH.OH=>OH =

OC = JOH? + HC? = /9* +12% =+/225 =15 (cm)
Bai 5. Cho duong tron (O; R), tir mot diém A trén (O) ké tiép tuyén d véi (O). Trén duong thang d lay diém M
bat ki (M khac A) ké cat tuyén MNP va goi K 14 trung diém ciia NP, ké tiép tuyén MB (B 1a tiép diém). Ké AC
1 MB, BD L. MA, goi H 1a giao diém cua AC va BD, I 1a giao diém cia OM va AB.

1/ Chiing minh tor A, M, B, O cung thudc mot duong tron.

2/ Chiing minh nam diém O, K, A, M, B cung nam trén mot duodng tron .

3/ Chung minh OL.OM = RZ%; OL IM = 1A2.

4/ Ching minh OAHB 14 hinh thoi.

5/ Chtng minh ba diém O, H, M thiang hang.

6/ Tim quy tich ctia diém H khi M di chuyén trén dudng thang d

Loi giai

1. (HS ty lam).
2. Vi K 1a trung diém NP nén OK L NP (quan hé duong kinh
Va day cung) => ZOKM = 90°.

Theo tinh chit tiép tuyén ta c6 ZOAM = 90°; ZOBM = 90°.

=> K, A, B cing nhin OM dudi mét goc 90° nén cing nam trén

duong tron duong kinh OM.

Vay ndm diém O, K, A, M, B cung nam trén mot duong tron.
3. Ta c6 MA = MB ( t/c hai tiép tuyén cét nhau); OA = OB =R
=> OM la trung truc cia AB=>OM L ABtail.
Theo tinh chit tiép tuyén ta c0 ZOAM = 90° nén tam giac OAM vuong tai A c6 Al la dudng cao.
Ap dung hé thirc giira canh va duong cao => OL.OM = OA? hay O1.OM = R?; va Ol IM = IAZ.
4. Ta c6 OB L MB (tinh chét tiép tuyén) ; AC L MB (gt) => OB // AC hay OB // AH.
OA 1 MA (tinh chat tiép tuyén) ; BD L MA (gt) => OA // BD hay OA // BH.
=> T giac OAHB 1a hinh binh hanh; lai c6 OA = OB (=R) => OAHB Ia hinh thoi.
5. Theo trén OAHB 1a hinh thoi. => OH L AB; ciing theo trén OM L AB
=> 0, H, M thang hang( Vi qua O chi c6 mot duong thang vudng goc véi AB).



6. Theo trén OAHB 1a hinh thoi. => AH=AO =R.
Vay khi M di dong trén d thi H ciing di dong nhung ludn cach A ¢6 dinh mot khoang bang R.
Do d6 quy tich cia diém H khi M di chuyén trén dudng thang d 14 nira (A) ban kinh AH =R
Bai 6: Cho tam giac ABC vudng ¢ A, duong cao AH. V& duong tron tam A ban kinh AH. Goi HD 1a duong
kinh cta duong tron (A; AH). Tiép tuyén cia dudng tron tai D cit CA 6 E.
1/ Chirng minh tam gidc BEC can.
2/ Goi I 1a hinh chiéu cua A trén BE, Chirng minh rﬁng Al = AH.
3/ Chtng minh rang BE 1a tiép tuyén cua duong tron (A; AH).
4/ Chimg minh BE = BH + DE.
Loi gidi
1. A AHC = AADE (g.c.g) = ED =HC (1) va AE = AC (2).
Vi AB LCE (gt), do d6 AB vira la duong cao vira la duong trung tuyén

E D
cua ABEC
=> BEC la tam gidc can. => ZB1 = 4ZB» A
2. Hai tam giac vudng ABI va ABH c6 canh huyén AB chung, /B; = /B; |
=> A AHB = AAIB => Al = AH. B
H C

3. Al= AH va BE L Al tai I => BE 1a tiép tuyén cua (A; AH) tai L
4. DE = IE va Bl = BH => BE = BI+IE = BH + ED
Bai 7: Cho duong tron (O; R) duong kinh AB. Ké tiép tuyén Ax va lay trén tiép tuyén d6 mot diém P sao
cho AP > R, tir P ké tiép tuyén tiép xtic voi (O) tai M.
1/ Chirng minh rang A, P, M, O cung thudc dudng tron.
2/ Chimg minh BM // OP.
3/ Pudng thiang vudng goc voi AB ¢ O cit tia BM tai N. Ching minh t&r gisc OBNP 13 hinh binh hanh.
4/ Biét AN cat OP tai K, PM cit ON tai I; PN va OM kéo dai cét nhau tai J. Ching minh I, J, K thiang

hang.
Loi giai P N )
1
1. (HS ty 1am). !
M
2. Ta c6 é ABM noi tiép chin cung AM; ZAOM la goc & tAm chin cung AM
=> ZABM = LAOM (1) A 1 1 B

OP 14 tia phan gidc ZAOM ( t/c hai tiép tuyén cit nhau )



ZAOM

= /AOP= 2)

Tu (1) va(2)=> ZABM = ZAOP (3)
Ma ZABM va ZAOP 1a hai goc dong vi nén suyra BM // OP.  (4)
3. Xét hai tam giac AOP va OBN ta c6 : ZPAO =90° (vi PA 1a tiép tuyén ); ZNOB = 90° (gt NO_LAB).
=> /PAO = Z/NOB = 90°; OA = OB = R; ZAOP = ZOBN (theo (3))
=> AAOP = AOBN => OP = BN (5)
Tir (4) va (5) => OBNP 12 hinh binh hanh ( vi ¢ hai canh dbi song song va bang nhau).
4. T giac OBNP la hinh binh hanh => PN // OB hay PJ // AB, ma ON L. AB=>ON L PJ
Ta ciing c6 PM L OJ ( PM la tiép tuyén ), ma ON va PM cit nhau tai

=> T 1a tryc tdm tam giac POJ. (6)

D@ thay tir gidc AONP 14 hinh chit nhat vi c6 ZPAO = ZAON = ZONP = 90°

=> K 1a trung diém cua PO ( t/c dudng chéo hinh chit nhat). (6)

AONP 14 hinh chit nhat => ZAPO = ZNOP ( so le) (7

Theo t/c hai tiép tuyén cit nhau Ta c6 PO la tia phan gidc ZAPM => ZAPO = /MPO (8).
Tir (7) va (8) => AIPO can tai I c6 IK 13 trung tuyén dong thoi 1a dudng cao => IK L PO. 9)

T (6) va (9)=>1, J, K thing hang.
Bai 8: Cho nira dudng tron tim O dudng konh AB va diém M bét ki trén ntra dudng tron ( M khac A,B). Trén
ntra mit phang bd AB chira nira dudng tron keé tiép tuyén Ax. Tia BM cit Ax tai I; tia phan giac ctia goc IAM
cit nira duong tron tai E; cit tia BM tai F, tia BE cat AM tai K.

1) Ching minh rang E, F, M, K ciing thudc mot dudng tron.

2) Chimg minh ring: AI*>=1IM.. IB.

Loi gidi
1. Dung dudng tron O va xét AAEB , AAMB déu 14 cac tam giac vudng (suy ra F
tir dudng trung tuyén tng voi canh huyén bang nira canh ay) "
=> AFEK , AFMK ciing la cac tam gidc vuong.
Lay O’ 1a trung diém ctua FK => OF = OK = OM = OE = FK/2 K
=>E, F, M, K cung thudc duong tron (O’) duong kinh FK S |
)

2. Ta c6 ZIAB =90° ( vi Al 1a tiép tuyén ) => AAIB vudng tai A c6 AM L IB (
theo trén).

Ap dung hé thic giita canh va duong cao => A = IM . IB.



Bai 9: Cho doan thing AB, diém C nim giita A va B. V& vé mot phia cia AB cac nira duong tron c6 dudng
kinh theo thur ty 1a AB, AC, CB. Buong vudng géc voi AB tai C cit nira duong tron 16n tai D. DA,DB cit cac
ntra duong tron ¢6 duong kinh AC, CB theo thu tu tai M, N.
Huéng dan
a, Ta c6: Tam giac AMC ndi tiép dudng tron duong kinh AC
= £AMC = 90°
Tam giac CNB néi tiép duong tron dudng kinh CB
=> £CNB =90°
Tam gidc ADB ndi tiép dudng tron dudong kinh AB
=> £/ADB =90°
Suy ra tr giac DMCN 14 hinh chir nhét.

b, Xét tam gidc vudong DCA ¢6 :

DC?=DM.MA (1) (theo h¢ thure lugng trong tam gidc vuong)

Xét tam giac vuong DCB c6: DC? = DN.DB (2) (theo h¢ thuc lugng trong tam gidc vuong)

Tu (1) va (2) ta suy ra DM.MA = DN.NB
¢, Vi DMCN Ia hinh chit nhat nén IM = IC suy ra tam giac IMC can tai [ => 2M; = 2(C;

Vi tam gidc MFC can tai F nén £M; = £2C; Ma 2C; + £C2 =900

=> /M1 + £M; =90° Hay 2ZFMN =90°=>FM 1 MN

Chtng minh tuong ty ZMNC = 90°

=>HN L MN d, Ta c6: DC = MN (vi DMCN la hinh chit nhat) ma DC < DO

=>MN < DO MN =DO khi C=0 Suy ra C la trung diém ciia AB.
Bai 10: Cho hai duong tron (O) va (0O) tiép xtc ngoai tai A. Ké tiép tuyén chung DE, D thudc dudng tron tim
0, E thudc duong tron tam O’. Ké tiép tuyén chung trong tai A, cit DE & L. Goi M 1a giao diém cta OI va AD,
N 14 giao diém cta O’I va AE.

a, T gidc AMIN la hinh gi? Vi sao?

b, Ching minh IM.IO=IN.IO’

¢, Chtrng minh rang O O’ 14 tiép tuyén cua duong tron co
duong kinh 1a DE.

d, Tinh d6 dai DE biét ring OA=5cm, O’A=3,2 cm.

Huéng dan

a) Ta c6: ID va IA 1a 2 tiép tuyén cit nhau tai L.
Suyra ID =1A (1) MaOD=0A
Suy ra IO la trung truc cua AD =>10 L AD
=> 2/IMA =90° + IE va IA 14 2 tiép tuyén cit nhau tai I



Suyra IA =1E (2) MaO’A=0’E
Suy ra IO’ 1a trung truc cia AE =>10 L AE

=> £INA =90°
Tu (1) va (2) suy raIA =1ID =IE Suy ra tam giac DAE vuong tai A
=> £DAE =90°

T gidc MINA c6 3 goc £ZIMA =90° ; £ZINA = 90°% 2DAE = 90° nén tr gidc MINA 14 hinh chit nhat.
b) Xét tam giac vuong IAO c¢6 AN 1 10': IA2=1IM.IO (3) (theo h¢ thurc lugng trong tam giéc).
Xét tam giac vuong IAO’ ¢6 : 1A% = IN.IO' (4) (theo h¢ thurc lugng trong tam giac).
Tu (3) va (4) ta suy ra IM.IO = IN.IO'
c) Theo trén ta c6 tam giac DAE vuong tai A
=>3 diém D, E, A ndi tiép dudng tron duong kinh DE (5)
Do IA 14 tiép tuyén chung cua 2 duong tron (O) va (0°) =>1A L 00'  (6)
Tt (5) va (6) ta suy ra OO’ 1a tiép tuyén cua dudng tron duong kinh DE.
d) Xét tam gidc vuong 100’ c6 1A%2=0A . OA' =>1A%=5.3,2=16(cm)
Vay IA = 4cm.
Bai 11: Cho duodng tron (O), duong kinh AB, dém M thudc dudng tron. V& diém N dbi ximg voi A qua M.BN
cit duong tron & C.Goi E 13 giao diém cua AC va BM.
a, Chtrng minh rang NE 1 AB .
b, Goi F 1a diém d6i xtmg v6i E qua M. Chimg minh rang FA 14 tiép tuyén cta dudng tron(O).
¢, Chimg minh riang FN 14 tiép tuyén ctia duong tron(B; BA).
Huéng dan
a) Tam giac AMB noi tiép duong tron duong kinh AB
=>2£AMB =90°=> AM 1 MB
Tam giac ACB néi tiép duong tron dudng kinh AB
=>/£ACB=90°=>AC 1L CB
Suy ra E la tryc tdm cua tam giac NAB, do d6 NE L AB .

b) Tt giac AFNE c6 cac duong chéo cét nhau tai trung diém cta moi
dudng nén 1a hinh binh hanh( tir gidc nay con 1a hinh thoi).

Do d6 FA//NE.

Do NE L ABnén FA L AB.

Suy ra FA 1a tiép tuyén cta dudng tron (O).

¢) Tam giac ABN c6 dudng cao BM ciing 12 dudng trung tuyén nén 1a tam giac can.
Suy ra BN = BA.
Do d6 BN la ban kinh ctia dudng tron (B;BA).



Tam giac ABN can tai B nén ZBNA = ZBAN (1)

Tam giac AFN c6 dudng cao FM la dudng trung tuyén nén 1 tam giac cin, suy ra ZN1=2ZAl (2)

Tu (1) va (2) suy ra zZBNA + 2N; = ZBAN + £A; tic la £ZFNB = 2ZFAB

Ta lai c6: £ZFAB =90° (cau b), nén £FNB =90° .

Do d6 FN 1 tiép tuyén cua duong tron (B).
Bai 12: Cho tam giac vuong tai A( AB < AC) ndi tiép duong tron (O) c6 dudng kinh BC. Ké ddy AD vudng
goc v6i BC. Goi E 1a giao diém cta DB va CA. Qua E ké dudng thiang vudng goc voi BC, cit BC ¢ H, cit AB &
F. Chimg minh rang;

a) Tam gidc EBF la tam giac can.

b) Tam giac HAF la tam giac can.

¢) HA 1a tiép tuyén ctia duong tron (O)

Huéng dan

a) Tacé: OB L AD tai [ nén AI=1D.

Suy ra tam giac BAD can, B! = zB?, do d6 «B3 = zB*.

Tam giac EBF c6 dudng cao cling 1a duong phan gidc nén la tam
gidc can.

b) Tam giac BEF can nén EH = HF.

Tam giac AEF vuong tai A c6 AH 1a duong trung tuyén nén AH =
HE = HF.

Do d6 tam gidc HAF can tai H.

c) Tam giac HAF cén tai H nén £A1 = £F (1)
Tam giac OAB céan tai O nén £OAB = 2B = 2By (2)
Tu (1) va (2) suy ra ZOAH = £A1 + £ZOAB = £F + £B4 =90°
Suy ra HA 1a tiép tuyén cuia duong tron (O).






MOQT SO BAI TAP CHUONG: I
PHIEU SO 2

Bai 1: Tir diém M & ngoai dudng tron (O) v& hai tiép tuyén MA va MB ( A, B 1a tiép diém). Cho biét goc AMB béng
40°.

a/ Tinh géc AOB.

b/ Tir O k& duong thing vudng goc véi OA cit MB tai N.Ching minh tam giac OMN 1a tam giac can.
Bai 2: Cho nira dudng tron tim O, dudng kinh AB. K& céc tiép tuyén Ax, By cung phia v6i nira dudng tron ddi véi
AB. Tir diém M trén nira dudng tron ké tiép tuyén thir ba v6i dudng tron, nd cit Ax va By lan luot tai C va D.

a/ Chung minh: Tam giac COD la tam gidc vuong.

b/ Chtrng minh: MC.MD = OM?.

¢/ Cho biét OC = BA = 2R, tinh AC va BD theo R.
Bai 3: Cho hai dudng tron (O) va (O’) tiép xuc ngodi voi nhau tai B. V& duong kinh AB cta duong tron (O) va dudng
kinh BC cua dudng tron (O°). Pudng tron dudng kinh OC cit (O) tai M va N.

a/ Puong thang CM cit (0) tai P. Chung minh: OM//BP.

b/ Tir C k& duodng thang vudng goc véi CM cit tia ON tai D. Chimg minh: Tam gidc OCD 1a tam giac cén.
Bai 4: Cho hai dudng tron (O,R) va (O,R) cit nhau tai A va B sao cho dudng thang OA 14 tiép tuyén cua duong tron
(O/,R)). Biét R=12cm, R'=5cm.

a/ Chimg minh: O’A 1a tiép tuyén ctia duong tron (O,R).

b/ Tinh d6 dai cac doan théng 00/, AB.
Bai 5: Cho duong tron tdm O ban kinh R=6cm va mot diém A cach O mot khoang 10cm. Tir A v& tiép tuyén AB (B
1a tiép diém).

Tinh d6 dai doan tiép tuyén AB.
Bai 6: Cho hai duong tron déng tam (O,R) va (O,r). Dy AB cua (O,R) tiép xtic véi (O,r). Trén tia AB ldy diém E sao
cho B 1a trung diém cta doan AE. Tir E v& tiép tuyén thir hai cta (O.r) cit (O,R) tai C va D (D ¢ giita E va C).

a/ Chung minh: EA=EC.

b/ Chung minh: EO vudng goc véi BD.
Bai 7: Cho nira duong tron (O) duong kinh AB va mot diém M nam trén nira dudng tron d6. H 1a chan duong vudng
goc ha tir M xudng AB.
Khi AH=2cm, MH=4cm. Hay tinh d§ dai cac doan th'fmg: AB, MA, MB.
Bai 8: Cho tam gidc ABC nhon ndi tiép duong tron (O) dudng kinh AD. Goi H 1a tryc tAm ciia tam gidc .

a) Tinh s6 do goc ABD

b) Tt giac BHCD Ia hinh gi? Tai sao?

¢) Goi M 1a trung diém BC . Chimg minh 20M = AH.
Bai 9: Cho tam giac ABC can tai A ndi tiép duong tron (O). Pudng cao AH cit duong tron ¢ diém D.

o1-



a) AD c6 phai la duong kinh cia duong tron (O) khong ? Tai sao?
b) Chimg minh: BC?> =4AH . DH
c¢) Cho BC =24cm, AB =20cm. Tinh ban kinh ctia dudng tron (O).
Bai 10. Cho dudng tron tim O duong kinh AB. Goi H 13 trung diém OA. Day CD vudng goc voi OA tai H.
a) Tu gidc ACOD la hinh gi? Tai sao?
b) Chimg minh céac tam giac OAC va CBD la céc tam giac déu.
¢) Goi M 1a trung diém BC. Chimg minh ba diém D,0, M thang hang,
d) Ching minh dang thire CD? =4 AH. HB .
Bai 11. Hinh bén cho biét AB = CD. Chimg minh rang:
a) MH = MK.
b) MB=MD .
c¢) Chting minh tr gidc ABDC la hinh thang can.

Bai 12. Cho dudng tron duong kinh 10 cm, mot dudng thang d cach tim
O mot khoang bang 3 cm.
a) Xéc dinh vi tri twong ddi ciia duong thing d va duong tron (O).
b) Puong thing d cit duong tron (O) tai diém A va B. Tinh d6 dai day AB.
¢) Ké dudng kinh AC cta dudng tron (0). Tinh d¢ dai BC va sé do CAB (lam tron dén do).
d) Tiép tuyén cua dudng tron (O) tai C cit tia AB tai M. Tinh d6 dai BM.
Bai 13.Cho tam giac ABC nhon, duong tron dudng kinh BC cit AB ¢ N va cat AC & M. Goi H 1a giao diém ctia BM
va CN.
a) Tinh s do cac goc BMC va BNC.
b) Chirng minh AH vudng goc BC.
¢) Ching minh tiép tuyén tai N di qua trung diém AH.
Bai 14.Cho dudng tron tim (O;R) dudng kinh AB va diém M trén duong tron sao cho MAB = 60" . Ké day MN
vudng goc voi AB tai H.
a) Ching minh AM va AN 1a cac tiép tuyén cua duong tron (B; BM):
b) Chitng minh MN? =4 AH .HB .
¢) Chiing minh tam gidc BMN 1a tam giac déu va diém O 1 trong tAm ciia no.
¢) Tia MO cit dudng tron (O) tai E, tia MB cét (B) tai F.Chting minh ba diém N; E; F thang hang.
Bai 15. Cho dudng tron (O) va diém A cach O mot khoang bang 2R, ké tiép tuyén AB t6i duong tron (B 1a tiép diém).
a) Tinh s do cac goc cua tam giac OAB.
b) Goi C 1a diém ddi ximg voi B qua OA. Ching minh diém C nam trén dudng tron O va AC 1a tiép tuyén cua
duong tron (O).
¢) AO cit duong tron (O) tai G. Chirmg minh G 14 trong tdm tam giac ABC.
Bai 16. Tir diém A & ngoai dudng tron (O;R) ké hai tiép tuyén AB, AC (véi B va C 12 hai tiép diém). Goi H 1a giao

.



diém ctia OA va BC.

a) Chung minh OA 1 BC va tinh tich OH. OA theo R

b) K¢ dudong kinh BD cua dudng tron (O). Chung minh CD // OA.

¢) Goi E 1 hinh chiéu caa C trén BD, K 14 giao diém ctiia AD va CE. Chirng minh K 13 trung diém CE.
Bai 17. Tu diém A ¢ ngoai dudng tron (O; R) ké hai tiép tuyén AB, AC (v6i B va C 1a céc tiép diém). K¢ BE L AC
vaCF L AB (E € AC,F € 4B), BE va CF cit nhau tai H.

a) Ching minh tr gidc BOCH la hinh thoi.

b) Chiing minh ba diém A, H, O thang hang.
Bai 18. Cho duong tron (O ; 3cm) va diém A c¢6 OA = 6 cm. Ké cac tiép tuyén AB va AC véi dudng tron (B, C 1a cac
tiép diém). Goi H 1a giao diém ctia OA va BC

a) Tinh d6 dai OH.

b) Qua diém M bat ki thuc cung nho BC , ké tiép tuyén véi dudng tron, cat AB va AC theo thir ty tai E va F.
Tinh chu vi tam giac ADE.

¢) Tinh s6 do goc DOE.
Bai 19. Cho ntra duong tron tam O duong kinh AB. Goi Ax , By la céc tia vudng goc véi AB( Ax , By va nira duong
tron thudc cing mot nira mit phiang bd AB). Qua diém M bét ki thudc tia Ax ké tiép tuyén véi nira duong tron, cit By
o N.

a) Tinh s6 do goc MON.

b) Chirng minh MN = AM + BN.

c¢) Tinh tich AM. BN theo R.
Bai 20: Cho tam gidc ABC vuong ¢ A, duong cao AH. Goi D va E 1an luot 12 hinh chiéu cua diém H trén cac canh
AB va AC.

a) Ching minh AD. AB = AE. AC

b) Goi M, N lan luot 1a trung diém ctia BH va CH. Ching minh DE 14 tiép tuyén chung ciia hai duong tron
(M; MD) va (N; NE).

¢) Goi P 1a trung diém MN, Q la giao diém cua DE va AH . Gia st AB =6 cm,AC =8 cm . Tinh d¢ dai PQ.
Bai 21. Cho hai duong tron (0) va (O) tiép xtic ngoai tai A. Goi CD 1a tiép tuyén chung ngoai ctia hai duong tron (
voi Ce (O)vaD e (0)).

a) Tinh s6 do goc CAD.

b) Tinh d6 dai CD biét OA =4,5 cm, O'A =2 cm.
Bai 22. Cho hai dudng tron (O) va (O)) tiép xtc ngoai tai A. Ké tiép tuyén chung ngoai MN véi M thude (O) va N
thudc (O). Goi P 1a diém d6i xtimg v6i M qua 00, Q 1a diém ddi xtng v6i N qua OO'. Chtrng minh ring :

a) MNQP 1a hinh thang can.

b) PQ 14 tiép tuyén chung cua cia hai dudng tron (O) va (O') va MN + PQ = MP + NQ.



[ TONG ON CHUONG II - PS3 ]

I. SU XAC PINH PUONG TRON. TINH CHAT POI XUNG CUA PUONG TRON

1. Pwong tron
Puong tron tam O ban kinh R (R > 0) la hinh gom cdc diém cach diém O mét khodng bang R.
2. Vi tri twong d6i cia mdt diém ddi véi mot dwong tron
Cho dwong tron (O; R) va diém M.
o M nam trén dwong tron (O; R) < OM =R.
o M nam trong dwong tron (O; R) < OM <R.
o M nam ngodi dwong tron (O; R) < OM > R.
3. Cach xac dinh dwong tron
Qua ba diém khéng thang hang, ta vé dwoc mét va chi mét dweong tron.
4. Tinh chit d6i xirng ciia duwdng tron
e Duong tron la hinh c¢é tim doi xieng. Tam cia dwong tron la tam doi xirng ciia dong tron

do.
e Duong tron la hinh cé truc doi xieng. Bdt ki dwong kinh ndo ciing la truc doi ximg ciia
dwong tron.

Bai 1. Cho tir giac ABCD co6 6‘ + B =»9OO .GoiM, N, P,Q lan luot 1a trung diém cua AB, BD, DC
va CA. Ching minh rang bon diém M, N, P, Q cung nam trén mot dudng tron.
HD: Chirng minh MNPQ la hinh chit nhat.

Bai 2. Cho hinh thoi ABCD ¢6 A =60°. Goi E, F, G, H lan luot 12 trung diém cta cic canh AB,

BC, CD, DA. Ching minh 6 diém E,F, G, H, B, D cung nam trén mot duong tron.
HD: Chirng minh EFGH la hinh chit nhdt, AOBE la tam gidc déu.

Bai 3. Cho hinh thoi ABCD. Pudng trung truc ctia canh AB cat BD tai E va cit AC tai F. Chung

minh E, F 1an luot 13 tim ctia dudng tron ngoai tiép cac tam gidc ABC va ABD.
HD: Chitng minh E, F la giao diém ciia cdc dweong trung triec twong iing.

Bai 4. Cho duong tron (O) duong kinh AB. V& duong tron (I) duong kinh OA. Ban kinh OC cua
duong tron (O) cit duong tron (I) tai D. V& CH L AB. Chtng minh t&r gidc ACDH 1a hinh
thang can.

HD: Chirng minh AADO = ACHO = OD = OH, AD = CH. Chung minh HD // AC.

Bai 5. Cho hinh thang ABCD (AB // CD, AB < CD) ¢6 C =D =60°, CD = 2AD. Chitng minh 4
diém A, B, C,D cung thugc mot duong tron. ‘

HD: Chitng minh IA =IB = IC = ID, véi I la trung diém ciia CD.

Bai 6. Cho hinh thoi ABCD. Goi O 1a giao diém hai duong chéo. M, N, R va S 1an luot 14 hinh
chiéu cia O trén AB, BC, CD va DA. Chimg minh 4 diém M, N, R va S cing thudc mot
duong tron.

HD:

Bai 7. Cho hai duong thing xy va x %’ vudéng goc nhau tai O. Mot doan thing AB = 6¢cm chuyén
dong sao cho A ludn nam trén xy va B trén x%’. Hoi trung diém M cua AB chuyén dong trén
duong nao?

HD:
Bai 8. Cho tam gidc ABC c6 cac dudong cao BH va CK.
a) Chung minh: B, K, H va C cung ndm trén mot dudng tron. Xac dinh tim dudng tron do.
b) So sanh KH va BC.
HD:
Bai 9.
a)
HD:



II. DAY CUA PUONG TRON

1. So sanh d¢ dai ctia dwong kinh va day
Trong cdc ddy cia dwong tron, ddy I6n nhdt la dwong kinh.
2. Quan h¢ vuong goc giira dwong kinh va day
e Trong mot dwong tron, duwong kinh vudng géc véi mét dady thi di qua trung diém ciia ddy dy.
e Trong mot dwong tron, dwong kinh @i qua trung diém cia mét day khéng di qua tam thi
vudng géc véi day dy.
3. Lién hé giira day va khoang cich tir tim dén day
e Trong mot duong tron:
— Hai ddy bang nhau thi cach déu tam.
— Hai ddy cdach déu tam thi bang nhau.
e Trong hai day cua mot dwong tron:
— Ddy nao Ién hon thi ddy d@é gan tam hon.
— Ddy ndo gan tdm hon thi dday dé lém hon.

Bai 1. Cho dudng tron (O; R) va ba diy AB, AC, AD. Goi M, N lan luot 14 hinh chiéu ctia B trén
cac duong thing AC, AD. Chirng minh ring MN < 2R.
HD: Chirng minh bon diém A, B, M, N ciing nam trén dwong tron duwong kinh AB = MN < AB.
Bai 2. Cho duong tron (O; R). V& hai day AB va CD vudng géc vdi nhau.

Chtng minh rang: Sapep S 2R?.
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HD: S sy = ABCD.

Bai 3. Cho dudng tron (O; R) va day AB khong di qua tim. Goi M 1a trung diém ctia AB. Qua M
vé& day CD khéng tring v6i AB. Chtrng minh rang diém M khong 13 trung diém cta CD.
HD: Diing phirong phép phdn chimg. Gid sir M la trung diém ciia CD = vé 1y,
Bai 4. Cho duong tron (O; R) dudng kinh AB. Goi M 1a mot diém ndm gitra A va B. Qua M vé& day
CD vudng goc voi AB. Ly diém E ddi xtung véi A qua M.
a) Tt giac ACED la hinh gi? Vi sao?
b) Gid st R =6,5¢m, MA =4cm . Tinh CD.

3
¢)* Goi H va K 1an luot 1a hinh chiéu ctia M trén CA va CB. Ching minh: MH.MK = ]Z i .

HD: a) ACED la hinh thoi b) CD =12cm
¢ MH = MA.MC MK = MB.MC
AC BC
Bai 5. Cho dudng tron (O; R) va hai didy AB, CD bang nhau va vudng goc voi nhau tai I Gia sir
IA =2cm, IB = 4cm . Tinh khoang cach tir tim O dén mdi day.
HD: OH =0K =1cm.
Bai 6. Cho duodng tron (O; R). V& hai ban kinh OA, OB. Trén cac ban kinh OA, OB lan luot 13y
cac diém M, N sao cho OM = ON. V& day CD di qua M, N (M ¢ giita C va N).
a) Chung minh CM = DN.
b) Gia st AOB = 90°. Tinh OM theo R sao cho CM = MN = ND .
HD: a) Vé OH L CD = H la trung diém ciia CD va MN.
b) bBat OH = x. C. minh AHOM vuéng can = HM = x. Do CM = MN = ND = HC = 3x

= OM = i
J5
Bai 7. Cho duong tron (O; R) dudng kinh AB. Goi M, N lan luot 1a trung diém ctia OA, OB. Qua
M, N lan luot v& cac diy CD va EF song song v6i nhau (C va E cing nam trén mot nira
duong tron duong kinh AB).



a) Chtirng minh t gidac CDEF la hinh chir nhat.
b) Gia st CD va EF cung tao vdi AB mdt goc nhon 30°. Tinh dién tich hinh chit nhat CDFE.
HD: a) Vé OH L CD. Puong thang OH cat EF tai K = OH = OK = CD = EF.

~ 2 2
b) 0H=§:>HK:§. Vi E=90° nén CF la dwong kinh EFzzlsf ,S:\/ER .

Bai 8. Cho duong tron (O) va mét day CD. Tu O k¢ tia vudng goc voi CD tai M, cat (O) tai H.
Tinh béan kinh R cua (O) biét: CD = 16cm va MH = 4cm.
HD:
Bai 9. Cho dudng tron (O; 12cm) c6 duong kinh CD. V& day MN qua trung diém I ciia OC sao cho

gdc NID bang 30° . Tinh MN.
HD:
Bai 10.
a)
HD:



I11. VI TRi TUONG POI CUA PUONG THANG VA PUONG TRON

1. Vi tri twong ddi cia dwong thang va duong tron
Cho duwong tron (O; R) va duwong thang A. Pat d =d(0, A).

VTTD cua dudng thing va duong tron Sb diém chung | Hé thuc giita d va R
Puong thang va dudng tron cit nhau 2 d<R
Puong thang va dudng tron tiép xtc nhau 1 d=R
Puong thing va dudng tron khong giao nhau 0 d>R

Khi dwong thang va dwong tron tiép xiic nhau thi duong thang dgl tiép tuyén ciia dwong tron.
Piém chung ciia duwong thang va dwong tron dgl tiép diém.

2. Diu hi¢u nhan biét tlep tuyen cua dlr0’ng tron
ONeu mét dwong thang la tiép tuyén cia mét dwong tron thi né vudng géc véi ban kinh di qua
tiép diém.
o Néu mét dwong thang di qua mot dzem cua dwong tron va vuong goc voi ban kinh di qua
diém dé thi dwong thang ay la tiép tuyén ciia dwong tron.

3. Tinh chit cua hai tlep tuyen cit nhau
Néu hai tiép tuyén ciia mot dwong tron cdt nhau tai mét diém thi:
e Diém d6 cdch déu hai tiép diém.
e Tia ké tir diém do di qua tam la tia phdn gidc ciia géc tao béi hai tiép tuyén.
e Tia ké tir tam di qua diém dé la tia phan gidc cia goc tao béi hai ban kinh di qua cdc tiép
diém.

4. Duong tron ndi tiép tam giac
e Puong tron tlép xiic v6i ba canh ciia mét tam gide dgl dwong tron ndi tiép tam gide, con tam
gidc dgl ngogi tiép dwong tron
e Tém cia dwong tron ndi tiép tam gidc la giao diém ciia cdc dwong phdn gide cdc géc trong
tam giac.

5. Duwong tron bang tlep tam giac
e Duong tron tiép xiic voi mot canh cua mot tam gidc va tiép xiic véi cac phdn kéo dai ciia hai
canh kia dgl dwong tron bang tiép tam gidc.
e Vo1 mot tam gidc, co ba dwdng tron bang tiép.
e Tdm ciia dwong tron bang tiép tam gidc trong goc A la giao diém cia hai dwong phén gidc
cde géc ngodi tai B va C, hodc la giao diém ciia dwong phdn gide goc A va dwong phén gidc
ngoai tai B (hoac C).

Bai 1. Cho tam giac ABC c6 hai dudng cao BD va CE cit nhau tai H.
a) Ching minh rang bn diém A, D, H, E ciing ndm trén mot dudng tron (goi tAm ctia no 1a O).
b) Goi M 1a trung diém ciia BC. Chirng minh ring ME 1a tiép tuyén ctia duong tron (O).
HD: a) D, E nam trén dwong tron dwong kinh AH.

— e~~~

b) Chitng minh OEA = OAE = ECM = CEM = MEO = CEM + CEO = OEA + CEO =90° .
Bai 2. Cho dudng tron (O; R) dudng kinh AB. V& ddy AC sao cho CAB =30°. Trén tia ddi cua tia
BA, lay diém M sao cho BM = R. Chtirng minh rang:
a) MC 1a tiép tuyén cua duong tron (O). b) MC? =3R>.
HD: a) Chirng minh ACOM vuong tai C. b) MC?* =0M?*-0C?>. "
Bai 3. Cho tam giac ABC vudng & A c6 AB =8, AC = 15. V& duong cao AH. Goi D la diém doi
xung voi B qua H. V& duong tron duong kinh CD, cat AC 6 E.
a) Ching minh rang HE 1a ti€p tuyén cua duong tron.
b) Tinh d¢ dai HE.




HD: a) Goi O va F la lan lwot la trung diém cia CD va AE. Chirng minh DE // AB, HF 1 AE
AB.AC 120
q ~ BC 1T
Bai 4. Tu mot diém M ¢ ngoai dudng tron (O), v€ hai ti€p tuyén MA, MB v6i dudng tron. Trén tia

1/\

OB ly diém C sao cho BC = BO. Chitng minh ring BMC = EBMA

— HEO=90". b) HE = AH =

HD: Chu y AOMC can tai M.
Bai 5. Cho duong tron (O; R) va mot diém A & ngoai duong tron. V& céc tiép tuyén AB, AC.
Chtmng minh ring BAC =60 khi va chi khi OA =2R.
HD: Chu y AABO vuéng tai B.
Bai 6. Tir mot diém A & ngoai dudng tron (O; R), v& hai tiép tuyén AB, AC véi dudng tron. Puong
thang vudng goc voi OB tai O cit AC tai N. Pudng thang vudng goc véi OC tai O cit AB tai
M.
a) Ching minh rang tir giac AMON 13 hinh thoi.
b) Piém A phai cach diém O mot khoang bao nhiéu dé cho MN 14 tiép tuyén cia (O).
HD: a) Chirng minh ON // AB, OM//AC b) OA=2R.
Bai 7. Cho tam giac ABC can tai A ni tlep duong tron (O). Cac tiép tuyén cua duong tron veé tir A
va C cit nhau tai M. Trén tia AM Iy diém D sao cho AD = BC. Chiing minh rang:
a) Tu gidc ABCD Ia hinh binh hanh.
b) Ba dudng thing AC, BD, OM dong quy.
HD: a) Churng minh AD // BC (cung vuéng goc voi OA).
b) Goi E la giao diém ciia OM va AC = E la trung diém cia AC.
Bai 8. Cho duong tron (O; r) ndi tiép tam gidc ABC vudng tai A. Chung minh ring r=p-a,
trong do p 1a ntra chu vi tam giac a 1a d6 dai canh huyén.
HD: Goi D, E, F la cdc tiép diém cua (0) véi cdac canh tam giac = AEOF la hinh vuong.
Bai 9. Chung minh rang dién tich tam giac ngoai tiép mot dudng tron duoc tinh theo cong thuc:
S = pr, trong d6 p 1a ntra chu vi tam gidc,  1a ban kinh dudng tron noi tiép.
HD: Dién tich tam gidc bang téng dién tich ba tam gidc nho.
Bai 10. Cho duong tron (O), diy cung CD. Qua O v& OH L CD tai H, cit tiép tuyén tai C cua
duong tron (O) tai M. Chimg minh MD 1a tiép tuyén cuaa (O).
HD:
Bai 11. Cho nua dudng tron tdm O, duong kinh AB. V& cac tia Ax L AB va By 1 AB ¢ cung phia
ntra dudng tron. Goi I 1a mot diém trén nira duong tron. Tiép tuyén tai I cat Ax tai C va By tai
D. Chiing minh rang AC + BD = CD.
HD:
Bai 12. Cho dudng tron (O; 5cm). Tir mot diém M ¢ ngoai (O), v& hai tiép tuyén MA va MB sao
cho MA | MB tai M.
a) Tinh MA va MB.
b) Qua trung diém I ctia cung nhé AB, v& mdt tiép tuyén cat OA, OB tai C va D. Tinh CD.
HD:
Bai 13. Cho dudng tron (O). Tir mot diém M & ngoai (O), v& hai tiép tuyén MA va MB sao cho goc
AMB =60" . Biét chu vi tam gidc MAB 1a 18cm, tinh do dai day AB.
HD: AB=6(cm).
Bai 14.
a)
HD:




IV. VI TRi TUONG POI CUA HAI PUONG TRON

1. Tinh chéit dwong ndi tim
e Puwong néi tam cia hai dwong tron la truc doi xirng ciia hinh gom ca hai dwong tron do.
o Néu hai dwong tron cdt nhau thi hai giao diém doi xing véi nhau qua dwong néi tam.
o Néu hai dwong tron tiép xiic nhau thi tiép diém nam trén dwong néi tam.
2. Vi tri twong doi ciia hai dwong tron
Cho hai dwong tron (O; R) va (O’ r). Dat 00" =d.

VTTD ctia hai dudng tron SOdiem | 1 e gitta d v6i R va 7
chung

Hai duong tron cit nhau 2 R—-r<d<R+r

Hai dudng tron tiép xuc nhau: 1

— Tiép xuc ngoai d=R+r

— Tiép xtc trong d=R-r

Hai duong tron khong giao nhau: 0

— O ngoai nhau d>R+r

—(0O) dung (O") d<R-r

3. Tiép tuyen chung ciaa hai duwdng tron
Tiep tuyen chung cua hai dwong tron la duong thang tiép xiic voi ca hai dwong tron do.
Tiep tuyen chung ngoai la tlep tuyen chung khong cat doan néi tam.
Tiép tuyén chung trong la tiép tuyén chung cdt doan noi tam.

Bai 1. Cho hai duong tron (A; Ry1), (B; Ra) va (C; Rs) d6i mot tiép xtic ngoai nhau. Tinh Ri, Ry va
R3 biét AB = 5cm, AC = 6¢cm va BC =7cm.
HD: R, =2(cm), R, =3(cm), Ry =4(cm).

Bai 2. Cho hai duong tron (O; 5cm) va (O'; 5cm) cat nhau tai A va B. Tinh d6 dai ddy cung chung
AB biét 00’ = 8cm.
HD: AB=6(cm).
Bai 3. Cho hai duong tron (O; R) va (O'; R’) cit nhau tai A va B voi R > R'. V& cac dudng kinh
AOC va AO'D. Chimg minh rang ba diém B, C, D thang hang.
HD: Chung minh BC, BD cung song song véi OO hodc chung minh CBD = 180°.
Bai 4. Cho hai dudng tron (O) va (O') cit nhau tai A va B. V& cat tuyén chung MAN sao cho MA =
AN. Pudng vudng goc voi MN tai A cit OO’ tai I. Ching minh I 13 trung diém cua OO,
HD:
Bai 5. Cho hai duong tron (O) va (O’) t1ep xuc ngoai nhau tai A. Goi M la giao diém mot trong hai
tiép tuyén chung ngoai BC va tiép tuyén chung trong. Chimng minh BC 1a tiép tuyén cta
dudng tron dudng kinh OO’ tai M.

HD: Chirng minh IM = 00 va IM L BC.

Bai 6. Cho hai duong tron (O; R) va (O’; R) tiép xuc ngoai nhau tai M. Hai dudng tron (O) va (O')
cung tiép xuc trong voi dudng tron 16n (O”; R") 1an luot tai E va F. Tinh ban kinh R biét
chu vi tam gidc OO'O"” 1a 20cm.

HD:

Bai 7. Cho dudng tron (O; 9cm). V& 6 dudng tron bang nhau ban kinh R déu tiép xuc trong véi (O)

va mdi dudng tron déu tiép xuc véi hai duong khac bén canh no. Tinh ban kinh R.
HD:




Bai 8. Cho hai dudng tron dong tdm. Trong dudng tron 16n vé hai ddy bang nhau AB = CD va clng
tiép xuc véi duong tron nho tai M va N sao cho AB L CD tai L. Tinh ban kinh duong tron
nhé biét TA = 3cm va IB = 9cm.

HD:
Bai 9. Cho ba duong tron (0,),(0,),(05) cung ¢6 ban kinh R va tiép xuc ngoai nhau tirng do6i mot.

Tinh dién tich tam giac c6 ba dinh 14 ba tiép diém.

R2\3
P

Bai 10. Cho hai dudng tron (O) va (O’) tiép xtc nhau tai A. Qua A v& mét cat tuyén cit dudng tron
(O) tai B va cét duong tron (O') tai C. Tir B v& tiép tuyén xy v6i dudng tron (O). Tir C vé
duong thang uv song song voi xy. Chimg minh ring uv 14 tiép tuyén cta dudng tron (O).

HD: Xét hai trieong hop tiép xiic ngodi va trong. Chirng minh OB // O'C = O'C L uv.

Bai 11. Cho hinh vuéng ABCD. V& duong tron (D; DC) va dudng tron (O) duong kinh BC, chiing
cit nhau tai mt diém th hai 1a E. Tia CE cét AB tai M, tia BE cit AD tai N. Chimg minh
rang:

a) N 1a trung diém cta AD. b) M 14 trung diém cua AB.
HD: a) AABN = ACDO = AN = CO b) ABCM = ACDO = BM = CO.

Bai 12. Cho goc vudng xOy. Lay cac diém I va K 1an luot trén cac tia Ox va Oy. V& duong tron (I;
OK) cit tia Ox tai M (I nam gitta O va M). V¢ duong tron (K; OI) cit tia Oy tai N (K nam
gitra O va N).

a) Chirmg minh hai duong tron (I) va (K) ludn cét nhau.
b) Tiép tuyén tai M cua dudng tron (I) va tiép tuyén tai N cta dudng tron (K) cét nhau tai C.
Chtng minh tr gidc OMCN 14 hinh vuong.
¢) Goi giao diém cua hai duong tron (I), (K) 1a A va B. Chimg minh ba diém A, B, C thing
hang.
d) Gia str I va K theo thtr tu di dong trén cac tia Ox va Oy sao cho OI + OK = a (khong doi).
Chimg minh ring dudng thing AB luén di qua mot diém cd dinh.
HD: a) Xét AOIK = R-r<d<R+r b) O=M=N=90°,0M =ON .
c) Goi L=KBNMC,P=ABNMC. OKBI la hinh chit nhat, BLMI la hinh vuong. ABLP =
AKOI = LP =0l = MP =0OM =MC =P =C.
d) OM = a. Hinh vuong OMCN canh a, c6 dinh = AB di qua diém C ¢é dinh.

Bai 13.
a)
HD:

HD: Tam gidgc déu canh R = S =




BAI TAP ON CHUONG II

Bai 1. Cho tam giac ABC vudng can tai A. V& duong phan giac BI.
a) Chimg minh riang dudng tron (I; IA) tiép xtic voi BC.
b) Cho biét AB = a. Chimg minh ring Al = (2 — )a. Tir d6 suy ra tan22°30' =2 - 1.
HD:a) VéID L BC =14 = 1D
b) Xét AABI = Al = a.tan22°30' . ADIC vuéng cin = Al = DC = (\/E—l)a.
Bai 2. Cho dudng tron (O; R) va mot diém A ¢ dinh trén dudng tron d6. Qua A v& tiép tuyén xy.
Tir mot diém M trén xy v tiép tuyén MB v6i duong tron (O). Hai duong cao AD va BE cua
tam giac MAB cit nhau tai H.
a) Chung minh ring ba diém M, H, O thang hang.
b) Chting minh rang tir giac AOBH 12 hinh thoi.
¢) Khi diém M di dong trén xy thi diém H di dong trén duong nao?
HD: a) Chirng minh AMAB can, MH, MO la cac tia phan giac cua AMB.
b) Chirng minh AOBH la hinh binh hanh cé hai canh ké bang nhau.
¢) H di dong trén dwong tron (A, R).
Bai 3. Cho nira duong tron tdim O dudng kinh AB. Tir mét diém M trén ntra duong tron ta vé& tiép
tuyén xy. V& AD va BC vudng goc vdi xy.
a) Ching minh rang MC = MD.
b) Chirng minh réng AD + BC c6 gié tri khong déi khi diém M di dong trén nira duong tron.
¢) Chung minh rang duong tron duong kinh CD tiép xuc v6i ba duong thang AD, BC va AB.
d) Xac dinh vi tri cua diém M trén nira duong tron (O) dé cho dién tich tir gidc ABCD 16n nhét.
HD: a) OM la dwong trung binh cua hinh thang ABCD.
b) AD + BC = 2R c) Ve ME L AB. ABME = ABMC = ME = MC = MD
d) S = 2R.ME < 2R.MO = § Iém nhat <> M la dau muit ciia bén kinh OM L AB.
Bai 4. Cho tam giac déu ABC, O la trung diém cua BC. Trén cac canh AB, AC lan luot léy cac

diém di dong D, E sao cho DOE =60°.
a) Chtg minh rang tich BD.CE khong doi.
b) Chirng minh ABOD # AOED. Tt d6 suy ra tia DO 1a tia phan giac cua géc BDE.
¢) V& duong tron tam O tiép xtic voi AB. Chimg minh rang dudng tron nay ludn tiép xiic voi
DE.
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HD: a) ABOD # ACEO = BD.CE = 5 b) BD =% = ABOD # AOED
4 OD OE

¢) Vé OK L DE. Goi H la tiép diém ciia (O) véi canh AB. Chitng minh OK = OH.
Bai 5. Cho nira duong tron (O; R) duong kinh AB va mot diém E di dong trén nira duong tron do

(E khéng tring v6i A va B). V& céc tia tiép tuyén Ax, By véi nira duong tron. Tia AE cét By
tai C, tia BE cét Ax tai D.

a) Ching minh rang tich AD.BC khéng do1

b) Tiép tuyen tai E cua nira duong tron cit Ax, By theo thtr ty tai M va N. Ching minh rang ba

duong thaing MN, AB, CD ddng quy hodc song song véi nhau.

¢) Xac dinh vi tri ciia diém E trén ntra duong tron dé dién tich t giac ABCD nho nhit. Tinh

dién tich nho nhat do.

HD: a) AABD #ABCA = AD.BC = AB>
b) AMAE cin = AMDE cin = MD = ME = MA. Twong tw NC = NB = NE. Sit dung bo dé
hinh thang = dpcm.
¢) S = 2R.MN = S nho nhdt <> MN nhé nhit < MN L AD < OE L AB. S, . =4R*.
Bai 6. Cho doan thang AB c6 dinh. V& dudng tron (O) tiép xtic v6i AB tai A, duong tron (O') tiép
xuc voi AB tai B. Hai duong tron nay luén thuge cung mét nira mét phang bo AB va ludn
ti€p xuc ngoai voi nhau. Héi ti€p diém M cua hai duong tron di dong trén duong nao?



HD: Tir M vé tiép tuyén chung ciia hai dwong tron, cdt AB tai I. Chitng minh IA = IB = IM. Tir
do suy ra M di dong trén dwong tron tam I dwong kinh AB.
Bai 7. Cho duodng tron (O; R) ndi tiép AABC. Goi M, N, P lan luot 1a tiép diém cua AB, AC, BC
v6i (O). Chimg minh ring: P, ,,~ =2(AM + BP + NC).
HD:
Bai 8. Cho duong tron (O) dudng kinh AB. Day CD cit duong kinh AB tai I. Goi H va K 1an luot
1a chan cac dudng vudng goc ké tir A va B dén CD. Chtng minh CH = DK.
HD: Ve EH L CD. Chung minh EH = EK = CH = DK.
Bai 9. Tur diém M & ngoai duong tron (O) v& hai tiép tuyén MA va MB (A, B 1a tiép diém). Cho
biét goc AMB =40° .
a) Tinh goc AOB.
b) Tir O k& dudng thing vudng goc voi OA cit MB tai N. Chimg minh tam giac OMN Ia tam
giac can.
HD: a) AOB=140°  b) Chirng minh NOM = NMO.
Bai 10. Cho nira dudng tron tdm O, duong kinh AB. V& céc tiép tuyén Ax, By voi nira dudng tron
cung phia d6i voi AB. Tir diém M trén nira dudng tron (M khac A, B) v& tiép tuyén voi nira
duong tron, cat Ax va By lan luot tai C va D.
a) Chtirng minh: Tam giac COD la tam giac vudng.
b) Chirng minh: MC.MD = OM?2,
¢) Cho biét OC = BA = 2R, tinh AC va BD theo R.

R\3

HD: a) OC L OD ¢) AC =R\3, BD=MD=="=.

Bai 11. Cho hai duong tron (O) va (O') tiép xuc ngoai voi nhau tai B. V& duong kinh AB cua
duong tron (O) va dudng kinh BC cia dudng tron (O'). Pudng tron dudng kinh OC cit (O)
tai M va N.
a) Puong thang CM cit (O') tai P. Chung minh: OM // BP.
b) Tir C v& dudng thang vudng goc véi CM cit tia ON tai D. Chimg minh tam giac OCD la
tam giac can.
HD: a) OM L MC, BP L MC b) CD // OM; AOCD can tai D.
Bai 12. Cho hai dudng tron (O; R) va (O’; R') cit nhau tai A va B sao cho duong thing OA 1a tiép
tuyén cua duong tron (O’; R”). Biét R = 12cm, R’ = 5cm.
a) Chung minh: O’A 1a tiép tuyén ctia dudng tron (O; R).
b) Tinh d6 dai cac doan thing OO’, AB.
HD:a) O'A L OA b) O0'=13(cm),; AB = %(cm).
Bai 13. Cho dudng tron tdm O ban kinh R = 6cm va mot diém A cach O mot khoang 10cm. Tir A
v& tiép tuyén AB (B 1a tiép diém).
a) Tinh d6 dai doan tiép tuyén AB.
b) V& cat tuyén ACD, goi I 14 trung diém ctia doan CD. Hoi khi C chay trén duong tron (O) thi
I chay trén duong nao ?
HD:
Bai 14. Cho hai duong tron ddng tam (O; R) va (O; r). Day AB cua (O; R) tlep xuc voi (O; r). Trén
tia AB liy diém E sao cho B 1a trung diém cuia doan AE. Tir E v& tiép tuyén thir hai cia (O;
1) cit (O; R) tai C va D (D ¢ giita E va C).
a) Ching minh: EA = EC.
b) Chirng minh: EO vudéng goc voi BD.
¢) Piém E chay trén dudng nao khi ddy AB cua (O; R) thay d6i nhung ludn tiép xuc véi (O; r)?
HD:
Bai 15. Cho nira duong tron (O) dudng kinh AB va mot diém M nam trén nira dudng tron d6. H 1a
chan duong vudng goc ha tir M xudng AB.



a) Khi AH =2cm, MH = 4cm, hay tinh d¢ dai cac doan th'fmg AB, MA, MB. o

b) Khi diém M di dong trén ntra duong tron (O). Hay xac dinh vi tri cua M dé€ biéu thuc:
1 _+

MA” ~ MB o , 7

c¢) Tiép tuyén cua (O) tai M cat tiép tuyen cua (O) tai A & D, OD cat AM tai 1. Khi diém M di

dong trén ntra dudng tron (O) thi I chay trén dudong nao ?

HD:

Bai 16. Cho tam giac ABC nhon noi tiép dudng tron (O) dudng kinh AD. Goi H 1a tryc tim cta

tam giac.

a) Tinh s do goc ABD ?
b) Ttr giac BHCD Ia hinh gi? Vi sao?
c¢) Goi M la trung diém BC . Chirng minh 20M = AH.

HD: a) ABD =90° b) BHCD la hinh binh hanh.
Bai 17. Cho tam giac ABC cén tai A ndi tiép dudng tron (O). Puong cao AH cit dudng tron (O) &
D.
a) AD c6 phai la duong kinh cia duong tron (O) khong ? Vi sao?
b) Chitng minh: BC? = 4AH.DH.
¢) Cho BC =24cm, AB = 20cm. Tinh ban kinh cua duong tron (O).
HD:
Bai 18. Cho duong tron tim O duong kinh AB. Goi H 1a trung diém OA. Day CD vuéng goc véi
OA tai H.
a) Tu gidc ACOD la hinh gi? Vi sao?
b) Chiing minh céc tam giac OAC va CBD 1a cic tam giac déu.
¢) Goi M 1a trung diém BC. Chtrng minh ba diém D,0, M thang hang.
d) Chimng minh: CD? =4 AH. HB.
HD: a) ACOD la hinh thoi.
Bai 19. Cho dudng tron dudng kinh 10 cm, mot duong thang d cach tim O mot khoang bang 3 cm.
a) Xac dinh vi tri twong d6i cua duong thang d va duong tron (O).
b) Puong thing d cit duong tron (O) tai diém A va B. Tinh d6 dai day AB.
¢) K¢ duong kinh AC cua dudng tron (O). Tinh d6 dai BC va sé do goc CAB (lam tron dén
do).
d) Tiép tuyén cua duong tron (O) tai C cit tia AB tai M. Tinh d6 dai BM.
HD:
Bai 20. Cho tam giac ABC nhon. Puong tron duong kinh BC cit AB & N va cit AC ¢ M. Goi H 1a
giao diém ctia BM va CN.
a) Tinh s6 do cac goc BMC va BNC.
b) Chirng minh AH vudng goc BC.
¢) Ching minh tiép tuyén tai N di qua trung diém AH.

HD: a) ﬁ/[?? :IEVE' =90° b) H la truc tam AABC ¢) NK L NO (K la trung diém
cia AH). i
Bai 21. Cho duong tron tam (O; R) duong kinh AB va diém M trén duong tron sao cho goc

MAB = 60" . K¢ day MN vudng goc véi AB tai H.

a) Chimng minh AM va AN la cac tiép tuyén ciia duong tron (B; BM).

b) Chimmg minh MN? = 4AH.HB .

¢) Chig minh tam gidc BMN 1a tam giac déu va diém O 1 trong tAm ciia no.

d) Tia MO cét dudng tron (O) tai E, tia MB cit (B) tai F. Chtng minh ba diém N, E, F thang

hang.

HD:

Bai 22. Cho dudng tron (O; R) va diém A cach O mot khoang bang 2R, ké tiép tuyén AB téi duong

tron (B 14 tiép diém).

a) Tinh s do cac goc cua tam giac OAB.

3 c0 gia tri nho nhat.



b) Goi C la diém ddi xtmg v6i B qua OA. Chimg minh diém C nam trén dudng tron O va AC
1a tiép tuyen cua duong tron (O).
¢) AO cat dudng tron (O) tai G. Ching minh G 1a trong tam tam giac ABC.

HD: a) OBA=90°, 0AB=30", AOB=60".
Bai 23. Tir diém A ¢ ngoai duong tron (O; R) ké hai tiép tuyén AB, AC (v6i B va C 1a hai tiép
diém). Goi H 1a giao diém cua OA va BC.
a) Chirng minh OA L BC va tinh tich OH.OA theo R
b) Ké duong kinh BD ctia duong tron (O). Chung minh CD // OA.
¢) Goi E 13 hinh chiéu cta C trén BD, K 14 giao diém cua AD va CE. Ching minh K 14 trung
diém CE.
HD:
Bai 24. Tir diém A & ngoai duong tron (O; R) ké hai tiép tuyén AB, AC (v6i B va C la cac tiép
diém). K¢ BE L ACvaCF L AB (E € AC,F € AB), BE va CF cit nhau tai H.
a) Chirng minh tr gidc BOCH 14 hinh thoi.
b) Chting minh ba diém A, H, O thang hang.
¢) Xac dinh vi tri diém A dé H nam trén dudng tron (O).
HD: a) BOCH la hinh binh hanh va OB = OC b) H la truc tam AABC c¢) OA = 2R
Bai 25. Cho duong tron (O; 3cm) va diém A c6 OA = 6 cm. K¢é cac tiép tuyén AB va AC véi duong
tron (B, C 1a cac tiép diém). Goi H 1a giao diém ctia OA va BC.
a) Tinh d6 dai OH.
b) Qua diém M bat ki thudc cung nho BC, ké tiép tuyén véi dudng tron, cat AB va AC theo thir
tu tai D va E. Tinh chu vi tam gidc ADE.
¢) Tinh s6 do goc DOE .

o —

HD: a) OH =1,5(cm) b) AB=339cm), P, =2AB=6\3(cm) ¢) DOE = % —60°.

Bai 26. Cho ntra duong tron tam O duong kinh AB. Goi Ax , By 1a céac tia vuong goc voi AB (Ax,
By va ntra duong tron thudc cting mot nira mat phang bo AB). Qua diém M bat ki thudc tia
Ax ké tiép tuyén véi nira duong tron, cit By o N.
a) Tinh s6 do goc MON.
b) Chirng minh MN = AM + BN.
¢) Tinh tich AM. BN theo R.
HD:
Bai 27. Cho tam giac ABC vudng ¢ A, dudng cao AH. Goi D va E lan luot 13 hinh chiéu cua diém
H trén cac canh AB va AC.
a) Chirng minh AD.AB = AE.AC.
b) Goi M, N lan luot 14 trung diém ctia BH va CH. Chig minh DE 14 tiép tuyén chung cta hai
duong tron (M; MD) va (N; NE).
¢) Goi P 14 trung diém MN, Q 1a giao diém cua DE va AH . Gia sit AB =6 cm,AC =8 cm .
Tinh d¢ dai PQ.
HD:
Bai 28. Cho hai dudng tron (O) va (O') tiép xuc ngoai tai A. Ké tiép tuyén chung ngoai MN véi M
thudc (O) va N thudc (O'). Goi P 13 diém ddi xtmg véi M qua O0’, Q 1a diém ddi xtimg voi
N qua OO'. Chiing minh rang;
a) MNQP 1a hinh thang can.
b) PQ 14 tiép tuyén chung cta cta hai dudng tron (O) va (O').
c) MN + PQ = MP + NQ.
HD:
Bai 29.
a)
HD:



CHU DE 8: GOC O TAM - SO PO CUNG.
LIEN HE GIUA CUNG VA DAY.
A/LY THUYET.
1/ Géc & tam la géc cé dinh la tim cia dwong tron. Géc nay cdt
dwong tron tai A va B khi dé cung nhé AB la cung bi chdn cia géc & -
tam AOB.
2/ 86 do cung:

+ 86 docua cung nho bi chan bang so do cua goc o tam chan

cung do.
+ 86 do ciia cung 1ém bang hiéu giita 360° va s6 do ciia cung nhé.
+ 86 do ciia nita dwong tron bang 180°
+ Chu y:
- Cung nhé ¢6 s6 do nhé hon 180°
- Cung I6m ¢6 s6 do I6n hon 180°
3/ So sanh cung:
+ Cung nao Iém hon thi ¢é sé do ciing I6n hon va ngueoe lai.
+ Cung nao co goc o tam lon hon thi lon hon va nguoc lqi.
4/ Néu C la mét diém nam trén cung AB thi: Sd AB=Sd AC+ Sd CB
5/ Vi hai cung nhé trong mét dwong tron hay trong hai dwong tron bang nhau:
- Hai cung bang nhau cang hai ddy bang nhau.
- Hai ddy bang nhau cdng hai cung bang nhau.
6/ Vi hai cung nhd trong mét dwong tron hay trong hai dwong tron bang nhau:
- Cung lon hon cang day lon hon.
- Day l6n hon cang cung lon hon.
B/ BAI TAP MAU.
Bai 1: Cho dudng tron (O, R) va diém M ndm ngoai dudng tron d6. Goi MA, MB 14 hai tiép tuyén voi duong tron tai A
va B. Tinh sb do ciia goc & tim tao béi hai ban kinh OA va OB néu:
a) ZAMB = 70°
b) MA =R
¢) MO = 2R
Hudng dan
Vi MA va MB la céc tiép tuyén ctia duong tron (O) tai A va B nén: MA L OA,MB L OB
=>/MAO = £MBO =90°



a) Xét tor gidc MAOB co:
£AMB + £AOB + ZMAO + £ZMBO = 360°
& £AOB = 360° - (LAMB + ZMAO + £ZMBO) = 360° - (70°+ 90° + 90°) = 110°
Vay sb do goc & tAm tao béi hai ban kinh OA, OB bang 110°.
b) NéuMA =R
Xét AMAO c6: MA = AO =R va ZMAO =90° => A MAO vudng cén tai A => I\TOTX =45°
Vay 2AOB = 2.2MOA = 90°
¢) Néu MO = 2R
Xét AMAO vudng tai A ¢6: MO =2.A0 => ZAMO = 30° => ZAOM = 60°
Vay: 2AOB = 2.2A0M = 120°
Bai 2: Cho duong tron (O; R) va diy AB khong di qua O. Trén diy AB lay cac diém M, N sao cho AM = MN = NB. Tia
OM, ON cit (O) 1an luot tai C va D. So sanh cung AC, CD, DB.

Hudng dan

Xét AAOM va ABON co:

OA=0B=R

20AM = £OBN (do AOAB can tai O)

AM = BN (gt)
=> AAOM = ABON (¢ - g - ¢) ‘
=> £AOM = £BON (hai goc tuong irng) A B

o M N

= AC=BD
Goi I 14 trung diém cua OB. Suy ra NI 1a dudng trung binh cia AOBM ¢ D
=>NI// OM => 2ZMON = £ONI (so le trong) (D)
Mait khac ta c6: OB=0C =R, ma M € OC => OM < OB hay NI < OL.
Xét AONI ¢6 NI <Ol nén: 2NOI < ZONI (2)

Tir (1) va (2) suy ra 2NOI < ZMON => CD > BD
Bai 3: Cho hai duong tron bang nhau (O) va (O’) cit nhau tai A va B. Ké diy AM cua duong tron (O) va day BN cua
duong tron (O”) sao cho AM // BN. Chirng minh f@[ = I/B—I\\I
Hudng dan
Vi AM // BN (gt)
=> 2/MAB = 2£ABN (so le trong) (D)



Mit khac: OA=0B=0'A =0'B

=>Tu giac OAO’B la hinh thoi

=> £0AB = 2ABO' 2)

Tu (1) va (2) suy ra: ZMAO = ZNBO'

Ta c6: AMOA cén tai O va ANO'B cén tai O' c6 goc 6 M
day bang nhau => ZMOA = zNO'B

Do d6: AMOA = ANO'B (c.g.c) => AM = BN

Mit khac hai dudng tron (O) va (O’) bang nhau nén

— AM =BN
Bai 4: Cho hai duong tron (O; R) va (O’; R’) cit nhau tai hai diém A va B (R <R'). K¢é dudng kinh BOC va BO’D.
a) Chirg minh rang: Ba diém C, A, D thang hang.
b) So sanh s6 do hai cung nhé AC va AD.
Hudng dan

a) Vi AABC noi tiép duong tron duong kinh BC nén AABC vudng tai A hay ZBAC = 90° .

Tuong ty ta c6: £BAD = 90°

=> £CAD = «£BAD + £BAC = 180°

=> 3 diém C, A, D thing hang. ¢ D
b) Xét dudng tron (O) ¢6: sdAC =180° —sdAB ‘

Xét duong tron (O) co: sdAD =180° —sdAB )

—> sdAC =sdAD

Bai 5: Cho dudng tron (O) dudng kinh AB. Diém C thudc dudng tron (O) sao cho SdBC = 300, diém M thudc cung AC
nho. Goi D va E 1a cac diém d6i xung véi M qua AB va OC. Chirmg minh rang: ADOE déu.

Hudng dan

Visd BC =30°=> £ZBOC = 30°
Goi I 1a giao diém ciia MD va AB, J 1a giao diém cua ME va OC.
Theo gia thiét: M va D déi ximg v6i nhau qua AB, ma M thudc dudng tron (O) nén D ciing thudc duong tron (O).
Tuong tu E thudc duong tron (O). M
T giac MIOJ c6 21 = 2] =90° => £IMJ + £10] = 180°
=> £IMJ = 180° - £I0J = £BOC = 30°
Ta c6 AMOD va AMOE can tai O nén:
£MOD = 180° - 22DMO A4
£MOE = 180° - 22EMO
=> £MOD + £MOE = 3600 - 2(«DMO + £EMO) E
& 3600 - £DOE = 3600 - £IMJ & £DOE = 2£IMJ = 600
Vay ADOE déu.

>



Bai 6: Cho diém M chuyén dong trén ntra dudng tron (O) dudng kinh AB. V& hai tiép tuyén Ax va By véi dudng tron
(0). Tiép tuyén tai M véi (O) cit Ax tai C va cit By tai D; cac dudng thing CO va OD cit (O) 1an luot tai E va F.

a) Tinh sd EF .
b) Tim tap hop tdm I ciia dudng tron ngoai tiép .
Hudng dan
a) Vi CA va BM 14 hai tiép tuyén voi (O) nén OC 1 tia phan giac cia ZAOM .
Tuong tu ta ¢c6 OD la tia phan gidc cila ZBOM Ma £AOM va £BOM la
hai goc ké bu=> OC L OD

Viy ta c6 2COD = 900 hay sd EF = 90°. C
b) Vi ACOD vuong tai O nén tim I ctia dwdng tron ngoai tiép tam giac ACOD la

trung diém cua CD.

D@ thay tir giac ABCD la hinh thang c6 OI 1a duong trung binh nén 4
OI//AC=>0I 1L AB.
Vay I chuyén dong trén dudng thang d vudng goc véi AB tai O.

Bai 7: Cho AB 1a diy cung cta dudng tron (O), I 13 trung diém cta AB. Trén cung nho AB ldy diém M tuy ¥. Goi giao
diém OI va MI v&i (O) lan luot C va N. So sanh MCN va ACB.
Hudng dan
Ké OH L MN Ta c6: AOHI vudng tai H nén OH < OL
Ma OH, OI lan luot 1a cac khoang cach tir O dén hai diy MN va AB => AB < MN.,

Do d6 s MCN > sd@.
B/ BAI TAP VAN DUNG.
BT1: Cho (O; 5cm) va diém M sao cho OM=10cm. V& hai tiép tuyén MA va MB. Tinh goc ¢ tdm do hai tia OA va OB
tao ra.
BT2: Cho tam giac déu ABC, v& nira dudng tron dudng kinh BC cit AB tai D va AC tai E. So sanh cic cung BD; DE va
EC.
BT3: Cho hai duong tron (O; R) va (O; r) véi R > r. Diém M ngoai (O; R). Qua M v& hai tiép tuyén véi (O; r), mot cit
(O; R) tai A va B (A nam giira M va B); mét cit (O; R) tai C va D (C ndm giita D va M). C/m: hai cung AB va CD béng
nhau.
BT4: Cho hai dudng tron (O) va (O’) cét nhau tai hai diém A, B. Day AC ciia duong tron (O) vudng goc véi AO’; day
AD cua dudng tron (O°) vudng goc véi AO. So sanh cac goc AOC , AO'D .
BT5: Trén mot duong tron (O) co cung AB bang 140° . Goi A’. B’ lan luot 1a d6i ximg cta A, B qua O; ldy cung AD nhan
B’ lam diém chinh giita; iy cung CB nhan A’ lam diém chinh giita. Tinh s do cung nho €p.
BT6: Cho hai dudng tron bang nhau (O) , (O’) cit nhau tai A, B. Ké cac duong kinh AOC va AO’D. Goi E 14 giao diém thir hai ciia
duong thang AC véi (O”).

a) So sanh cac cung nhdé CB, BD.



b) Chirmg minh rang B 1a diém chinh giita cung &8p.
BT7:

a) Cho dudng tron (O, R) véi hai diém A, B. Tim quy tich trung diém ciia cac day trén duong tron c6 d6 dai bang
day AB.

b) Cho dudng tron (O, R) voi hai tiép tuyén AB, AC. Mot tiép tuyén di dong ciia duong tron (O) cét cac doan
thang AB, AC tai cic diém tuong tng P, Q. Goi P’, Q’ theo thir ty 1a giao diém ciia cdc doan thang OP, OQ v&i duong
tron (0). Chirng minh rang cung nho P'Q' ¢6 sé do khong d6i. Tim quy tich trung diém I ciia P’Q’.

BTS8: Cho dudng tron (0), diy AB. Goi M 1a diém chinh giita cung AB. V& ddy MC cit day AB tai D. V& dudng vudng
goc véi AB tai D, cit OC tai K. AKCD la tam giac gi ?

BT9: Cho M, N, P, Q 1a b6n diém tuy ¥ trén duong tron (O). Céc tiép tuyén cua (O) tai bon diém trén cat nhau tao thanh
ttr giac ABCD. Tinh sé do tong cac gbc ZAOB + ZCOD ?

BT10: Cho duong tron (O), diy AB. Trén day AB ldy D rdi ndi D véi C trén duong tron (C khac A, B; A, O, C khong thing

hang). Cac dudng trung truc ciia AD va DC cit nhau & M. CMR: duong thing MO di qua diém chinh giira cung AC.
BT11: Cho nira duong tron tam O dudng kinh AB = 2R. Trén nira mit phiang bo AB chira nira duong tron, 1iy diém S sao
cho SA va SB lan luot cét nira duong tron tai M va N. Goi H 1a giao diém cua AN va BM. Chtrng minh:
a) Tt giac SMHN noi tiép duoc trong mot duong tron.
b) SH vuong gbéc véi AB.
BAI TAP VE NHA

BT1: Cho hai duong tron dong tdim (O;R) va (O;2R). P 1a mét diém ngoai (O;2R). V& dudng tron (P;PO) cit dudng tron
(O;2R) tai C va D, cit duong tron (O;R) & E va F. OC va OD cit (O;R) & A va B. CMR:

a) CD // EF.

b) PA va PB 14 hai tiép tuyén caa (O;R).
BT2: Cho hinh thoi ABCD c6 canh AB =5 c¢m va dudng chéo AC=8 cm. Puong tron tim A ban kinh R=5 cm tiép xuc voi
dudng tron tam C tai M thudc doan AC. Puong tron niy cit CB tai E va cat CD tai F. Tinh ti s6 d6 dai ciia cung BD va cung
EF
BT3: Tir diém M ¢ ngoai dudng tron (O) v& hai tiép tuyén MA va MB ( A, B 1 tiép diém). Cho biét goc AMB bang 40°.

a) Tinh goc AOB.

b) Tir O k& dudng thang vudng goc véi OA cit MB tai N.Chirmg minh tam gidc OMN 1a tam giac can.
BT4: Cho nira dudng tron tim O, duong kinh AB. K& céc tiép tuyén Ax, By cung phia véi nira dudng tron d6i voi AB. Tir
diém M trén nira dudng tron ké tiép tuyén thir ba voi dudng tron, né cit Ax va By lan luot tai C va D.

a) Chung minh: Tam giac COD la tam giac vudng.

b) Chirng minh: MC.MD=0M?,

¢) Cho biét OC=BA=2R, tinh AC va BD theo R.

BT5: Cho tir giac ABCD ndi tiép duong tron (0). Biét B = 65° ;C = 102°. Tinh s6 do cac goc A va D.



BT6: Cho dudng tron (O) dudng kinh AB. Trén dudng thing AB ta ldy mot diém M sao cho diém B nim giira hai diém A
va M. K¢ hai tiép tuyén MN va MP véi duong tron (N, P 14 hai tiép diém ).

a) Chirg minh tir giac MNOP ndi tiép.

b) Goi H 1a giao diém ctia NP va AB. Chirg minh NP | AB.

¢) Chung minh OH . MH = AH . BH



CHU PE 9: GOC NOQI TIEP.

A.LY THUYET.

-
——
..4
4

+ Goc ndi tiép 1a goc c6 dinh nam trén dudng tron va hai canh chira hai ddy cung cua duong tron
do (]iA\C 1a goc noi tiép chan cung nho 1/3_(\3)

+ Cung nam bén trong goc goi la cung bi chan (1/3_(5 goi 12 cung bi chin).
2. Trong mot dudng tron, s6 do cta goc ndi tiép bang mot nira sd do cua cung bi chan.
3. Trong mot dudng tron: .

* Céc gbc ndi tiep bang nhau chan cac cung bang nhau.

—_— /N

Néu ABD = CBD = AD =CD = AD = CD

* Céac goc ndi tiep cung chan mdt cung hodc chan cac cung bang nhau

C
. A
thi bang nhau. w

Trén hinh vé: Sdz@ = sdA/C’T) = %SdAD. D

.

Trén hinhv&: AD = CD & sdAD = sdCD > sdABD = sdCAD

* Goc noi tiép co sd do bang nira s6 do clia goc & tAm cung chin mét cung.

* Géc ndi tiép chan nira duong tron 1a goc vuodng.
B/ BAI TAP VAN DUNG.

* Dé chirng minh tich dp dai doan thang bang nhau can chimg minh hai tam gidc gidc dong
dang lién quan dén tich do.

* Pé chirng minh hai tam gidc dong dang can chirng minh

+ Hai goc tiwong veng ciia hai tam gidc d6 bang nhau

+ Hai cdp canh cia hai tam gidc twong ieng ti 1é va goc sen giita bang nhau.

* Pé chitng minh hai géc biang nhau ta cin chii y:



+ Xem goc can chitng minh ¢é phdi la hai géc ndi tiép ciing chan mét cung, hai géc ni tiép chan
hai cung bang nhau (hai ddy cung bang nhau) trong mét dwong tron.

+ Xem hai géc d6, moi géc bang véi gée ndi tiép nao va cdac géc néi tiép dé c6 bang nhau khéng

+ Xem hai goc dé cé lién quan dén hai tam gidc bang nhau, géc c6 canh twong g vudng géc,
géc sole trong, géc dong vi khéng, goc ciia tam gide vudng...
1/ BAI TAP MAU.
Bai 1: Cho hai dudng tron (O; R) va (O’; R’) cit nhau tai A va B . V& cat tuyén CAD vudng goc v6i AB
. Tia CB cat (O’) tai E, tia BD cit (O) tai F. Ching minh rang:

a) £CAF = £DAE

b) AB la tia phan gidc cia £EAF

c) CA.CD =CB.CE

d) CD? = CB.CE + BD.CF

Huéng dan

ViCD L AB=>£CAB =90° Ma £CAB = 1/2 sd BC =>sd BC = 180°
Viy ba diém B, O, C thang hang.
Chtng minh tuong ti ta c6 B, O’, D thang hang.
a) Chtiing minh £CAF = 2DAE
Trong (O) ta c6: 2CAF = 2CBF (gbc ndi tiép cing chin cung CF )
Trong (O’) ta c6: ZDAE = 2DBE (goc noi tiép cung chin cung DE )
Ma «CBF = £DBE (dbi dinh)
=> £CAF = £DAE.
b) AB Ia tia phan giac cia £EAF
N&i CF va DE ta c6: 2CFB = 90° (goc ndi tiép chin nira duong tron (O))
£BED = 90° (gbc ndi tiép chin nira duong tron (0”))



Xét ACFB va ADEB co:
£CFB = £BED = 90°
£CBF = «DBE (dbi dinh)
= /FCB = 2EDB
Mit khac: 2ZFAB = £FCB (goc ndi tiép (O) cung chin cung FB)
2EAB = £EDB (gbc ndi tiép (O”) cung chin cung EB)
=> /FAB = £EAB hay AB la phan giac cua goc ZEAF .
c¢) Chung minh CA.CD = CB.CE
Xét ACAE va ACBD c6:
£C chung
2CEA = £BDA (gbc ndi tiép (O’) cung chin cung AB)
=> ACAE ~ ACBD (g.g) => CA/CB = CE/CD hay CA.CD = CB.CE (1)
d) Chirng minh CD? = CB.CE + BD.CF
Chtrng minh tuong tu cau c¢) ta c6: DA.DC = DB.DF (2)
Tu (1) va (2) suy ra:
CA.CD + DA.DC = CB.CE + DB.DF
< (CA+DA)CD = CB.CE + DB.DF
& CD? = CB.CE + DB.DF
Bai 2: Cho dudng tron (O; R) va mot diém M bén trong duong tron d6. Qua M ké hai day cung AB va
CD vudng goc v6i nhau (C thudc cung nhé AB). V& duong kinh DE. Chirng minh rang:
a) MA.MB = MC.MD.
b) Ttr gidc ABEC la hinh thang can.
¢) Tong co gid tri khong dbi khi M thay d6i vi tri trong dudng tron (O).
Huong dan
a) Chirng minh MA.MB = MC.MD.
Xét AAMC va ADMB co:
£ACD = £ABD (gbc ndi tiép ciing chan cung AD)
£AMC = £BMD = 90° (gt)
=> AAMC ~ ADMB (g.g)
=> MA/MD = MC/MB => MA.MB = MC.MD



b) Chirng minh t gidc ABEC 1a hinh thang cén.

Vi 2DCE = 90° (goc ndi tiép chin nira dudng tron)

=>CD L CE CD 1 AB (gt) => AB// CE.

=> Tt gidc ABEC 1a hinh thang (D).

Mait khac: CE va AB la hai day song song cua duong tron (O)
chan hai cung AC va BE

=> AC = BE = AE = BC = ABE = BAC (2) BUC

T (1) va (2) suy ra tr gidc ABEC la hinh thang can.

D

¢) Tong co gia tri khong d6i khi M thay d6i vi tri trong dudng tron (O).
Ta c6 AE =BC (cmt) =>EA =BC.
Mit khac: ZDAE = 90° (goc ndi tiép chan nira dudng tron)
Do d6: MA? + MB? + MC? + MD? = (MA2+ MD?) + (MB? + MC?)
= AD? + BC? = DE? = 4R? khong dbi
Bai 4: Cho nira dudng tron (O) dudng kinh AB va C 1a diém chinh giira ctia cung AB. Lay diém M thudc
cung BC va diém N thudc tia AM sao cho AN = BM. K¢ day CD song song véi AM.
a) Chtirng minh AACN = ABCM .
b) Chirng minh ACMN vuong can.
c) Tt giac ANCD la hinh gi? Vi sao?
Hudng dan
a) Chirng minh AACN = ABCM
Xét AACN va ABCM co:
AC =BC (vi C 1a diém chinh giita cung AB)
2CAN = £CBN (gbc ndi tiép cung chan cung CM)
AN = BM (gt)
=> AACN = ABCM (c.g.c)
b) Chiing minh ACMN vuong can
Vi AACN = ABCM (chirng minh a) => CN = CM => ACMN can tai C (1)

Lai c6 £CMA = 1/2 sd AC = 1/2.90°=45°  (2)

Tur (1) va (2) => ACMN vudng can tai C.

Vi CD // AM nén tr gidc ADCM 1a hinh thang can.
c) Tt giac ANCD la hinh gi? Vi sao?



Ta c6: ZDAM = 2ZCMN = 2CNM = 45°

=> AD // CN. Vay tir giac ADCN la hinh binh hanh.
Bai 5: Cho AABC cén tai A ndi tiép dudng tron (O). M 12 mét diém bt ky thudc cung nho AC. Tia AM
cat BC tai N. Chirng minh rang;

a) AB>= AM.AN

b) ZACM = £ANC

Hudng dan A

a) Chung minh AB?> = AM.AN

Vi AABC can tai A =>2ABC = £ACB

Lai c6 ZACB = ZAMB (géc ni tiép cung chian cung AB)

=> £ABN = 2AMB B vc N
Do d6: AABM ~ AANB (g.g) => AB/AN = AM/MB

=> AB? = AN. AM
b) Chirng minh ZACM = 2ANC
Vi AABM ~ AANB => 2ZABM = ZANB
Ma £ABM = ZACM (gbc ndi tiép cung chin cung AM)
Do do: ZACM = £ANC

Bai 6: Cho AABC c6 AD la tia phan giac trong cta goc A. Qua D ké dudng thing song song véi AB cit
AC & E va duong thang song song véi AC cit AB 6 F.

a) T giac AEDF 1a hinh gi? Vi sao?

b) Pudng tron dudng kinh AD cit AB va AC lan luot tai cac diém M va N. Chimg minh: MN //
EF.

Hudng dan

a) Chirng minh dugc T gidc AEDF 1a hinh thoi.
b) Chiing minh: MN // EF.

AABC c6 AD la tia phéan gidc trong ctia goc A

=>¢/BAD = 2CAD

=> MD = ND => £DAC = £MND (hai gbc noi tiép chan
hai cung bang nhau)

Lai c6: ZAND = 90° (ndi tiép chin nira duong tron)

=> £/DAN + ZADN =90° => 2ZMND + £ZADN = 90°

=> MN // AD




Vi tr gidc AEDF 1a hinh thoi nén EF L AD => MN // EF
Bai 7: Cho hai dudng tron (O; R) va (O’; R”) tiép xtic trong véi nhau tai A, (R > R'). Qua diém B bat ky
trén (0’) v& tiép tuyén véi (0°) cit (O) tai hai diém M va N, AB cit (O) tai C. Chimg minh rang:

a) MN 1 OC

b) AC la tia phan gidc cia ZMAN

Hudng dan

a) Chirng minh MN 1 OC

Vi A O'AB can tai O’ nén £O0'AB = 2ZO'BA

=> A OAC can tai O nén ZOAC = 2OCA

=> /0'BA = £OCA ma hai goc nay & vi tri ddng vi
=>0’B // OC.
Mit khac MN 1a tiép tuyén cua (O’) tai B => O'B L MN.
Do @6 OC L MN

b) Chiing minh AC Ia tia phan giac cia ZMAN

Trong dudng tron (O): => OC la dudng trung truc cuia MN =>CM = CN

=> CM =CN => ZMAC = ZNAC Hay AC la tia phan giac cua ZMAN .
Bai 8: Cho nira dudng tron (O) duong kinh AB va C 1a diém chinh giita cung AB. M 1a diém bét ky trén
cung BC, ké CH L AM.

a) Chiing minh AHCM vuong can va OH 1a tia phan giac cua £COM

b) Goi I 1a giao diém ctia OH voi BC va D 1a giao diém cta MI v6i ntra duong tron (O). Ching
minh MC // BD.

Huong dan

a) Chirng minh AHCM vuong can va OH la tia phan gidc cia ZCOM

Vi C 1a diém chinh giita ciia cung AB C
D

=> /CMA = %sdAAC — 45°

=> AHCM vuong can tai H => CH = HM '
Dé thdy ACOH = AMOH (c.c.c) = 2COH = zMOH A 0 B
Vay OH Ia tia phan giac cia ZCOM

b) Chirng minh MC // BD.

D& thdy ACOI = AMOI (c.g.c) nén CI=MI => ACMI can tai M.
Do d6 2CMI = ZMCL



Lai c6 2CMD = 2CBD (gbc ndi tiép cung chin cung CD)
Suy ra ZMCB = 2CBD, ma hai gbéc nay & vi tri so le trong
=> MC // BD.

Bai 9: Qua diém M nim trong duong tron (O) ké hai ddy AB va CD vuéng goc v6i nhau. Chirng minh

rang:
a) Puong cao MH ciia tam gidc AMD di qua trung diém I ctia BC.
b) Puodng trung tuyén MI ciia ABMC vudng goc véi AD.
Hudng dan
a) Chirmg minh Puong cao MH cua tam giac AMD di qua trung diém I cia BC
Ta c6 2ADC = £ABC (gbc ndi tiép ciing chan cung AC) (1)

Lai c6 ZAMH = £ZADM (cung phu vé1 goc ZMAD) /—\
A M

Ma £AMH = £IMB (d6i dinh) => ZADM = £IMB )
Do d6 IM = IB.

Chung minh tuong tu ta c6: IM =1C SuyraIB =1C=IM

=>1 14 trung diém ctia BC.

b) Hoc sinh tu ching minh.

Bai 10: Cho AB va CD 1a hai duong kinh vudng goc véi nhau ciia dudng tron (O; R). Qua diém M thudc

cung nhd AC (M # A, M # E)ké tiép tuyén véi dudng tron cat AB, CD lan luot tai E, F.
a) Chting minh: ZMFO = 2.2MBO

b) Xac dinh vi tri diém M trén cung nhé AC sao cho 2FEO = 30°. Khi d6 tinh d6 dai doan thang

OE, ME, EF theo R.

Hudng dan cF
a) Ching minh: ZMFO =2.2MBO M
Ta c6: ZMOA = 22MBO (cing chan cung MA)
Vi EF 1a tiép tuyén véi (O) tai M nén OM L EF E ” 5
Ta c6 £LMOA = £EFO (cung phu vo1 goc £FEQO )
Suy ra £ZEFO =22MBO
D

b) Tinh d6 dai doan thang OE, ME, EF theo R.
Ta c6: 2ZFEO =30° & 2MOA = 60° < AAOM déu nén AM = OA =R.
Vay néu M € (O) va AM =R thi ZFEO = 30°
Khi d6 AOME vudng tai M nén ME = MO. tanZMOA = 3R ; OE =2MO = 2R



Vi AEOF vudng tai O nén cos 2FEO = EO/EF => EF = EO/cos 2FEO = 2R / c0s30° = 4R /3 /3
II/ LUYEN TAP.
Bai 1 : Cho tam giac ABC noi tiép duong tron (O) . Tia phan giac ctia goc A cit dudng tron tai M . Tia
phan giac ctia goc ngoai tai dinh A cit duong tron tai N . Chtrng minh rang :

a) Tam gidc MBC can .

b) Badiém M, O, N thing hang .

Bai 2 : Cho nira duong tron (O) duong kinh AB . M 14 diém tuy y trén nira duong tron ( M khac A va
B).KéMH L AB (H €AB) . Trén cing nira mit phang bd AB chita nira duong tron (O) vé& hai nira
duong tron tim O; duong kinh AH va tim O» duong kinh BH . MA va MB cit hai nira duong tron (O1)
va (02) lan luot tai P va Q .

a) Chirng minh MH = PQ .

b) Chirng minh hai tam giac MPQ va MBA ddng dang .

¢) Ching minh PQ 14 tiép tuyén chung cta hai dudng tron (O1) va (O2)
Bai 3 :Cho AABC déu , duong cao AH . M la diém bét ky trén day BC . K¢é
MP L AB va MQ L AC . Goi O la trung cia AM .

a) Chung minh nam diém A ,P, M, H, Q cung nam trén mot dudng tron .

b) T giac OPHQ 14 hinh gi ? chiing minh .

¢) Xac dinh vi tri caa M trén BC dé PQ c6 do dai nho nhit .

Bai 4 : Cho dudng tron (O) duong kinh AB . Liy diém M trén duong tron (M khac A va B ) sao cho
MA < MB . Ldy MA lam canh v& hinh vuéng MADE ( E thudc doan thang MB ) . Goi F 1a giao diém
cua DE va AB.

a) Chimg minh AADF va ABMA d6ng dang .

b) Lay C la diém chinh giita cung AB ( khong chita M ) . Chtng minh CA = CE = CB

¢) Trén doan thang MC l4y diém I sao cho CI = CA . Ching minh I 1a tAm duong tron ndi tiép
tam giac AMB .

Bai 5 : Cho nira dudng tron (O) duong kinh AB = 2R va diém C nim ngoai ntra dudng tron . CA cit
nira duong tron & M, CB cit nira dudng tron 6 N . Goi H 1 giao diém ctia AN va BM .

a) Chung minh CH 1 AB.
b) Goi I 1a trung diém ctia CH . Chimg minh MI 14 tiép tuyén ctia ntra dudng tron (O)

¢) Gia sit CH =2R . Tinh s6 do cung MN .



Bai 6 : Trén cung nhé BC cuia dudng tron ngoai tiép tam giac déu ABC ldy mot diém P tuy y . Goi Q 1a
giao diém ctia AP va BC

a) Chirng minh BC*= AP . AQ.

b) Trén AP lay diém M sao cho PM = PB . Chimg minh BP+PC= AP.

c¢) Chiing minh L :L+L.
PO PB PC

Bai 7: Cho (0), dudng kinh AB, diém D thudc dudng tron. Goi E 1 diém ddi xtng v6i A qua D.

a) Tam gidc ABE la tam giac gi ?

b) Goi K 14 giao diém ctia EB véi (O). Ching minh rang OD 1 AK.
Bai8: Cho hai duong tron (O) va (O’) ¢t nhau & A, B, O niam trén (O”). Day AC cua (O) cit (O°)
& D, day OE cua (O’) cit (O) ¢ F. Chimg minh :

a) OD L BC.

b) Piém F cach déu ba canh cta tam giac ABE.
Bai 9: Cho hai duong thiang song song. Mot duong tron tiép xtic voi mot duong thang tai A va cat dudong
thang kia tai B, C. Trén dudng tron ldy mot diém D ( khong trung A, B, C ). Chimg minh rang A cach
déu hai duong thang BD va CD.
Bai 10: MA va MB 14 hai tiép tuyén cua (O). V& (M;MA), C 1a mot diém nam trén cung AB caa (M) (
cung AB nim trong duong tron (O) ). Tia AC, BC cét (O) ¢ P, Q. Ching minh rang : P va Q ddi xting
v6i nhau qua O.
Bai 11: Trén canh CD ctia hinh vudéng ABCD ta 1ay mot diém M khac C, D. Céac duong tron duong kinh
CD va AM cit nhau tai diém thir hai N ( khac D ). Tia DN cit BC tai P. Chitng minh rang: AC L PM.



CHU PE 10: GOC TAO BOI TIEP TUYEN VA DAY.

1. Pinh nghia

Cho xy 1a tiép tuyén tai A v6i dudng tron (O).

Goc £BAx c6 dinh A nam trén duong tron, canh Ax 1a mdt tia tiép tuyén con canh kia chira
diy cung AB. Goc 2BAx duoc goi 1a goc tao boi tia tiép tuyén va day cung.

Day AB cing hai cung. Cung nam bén trong goc 1a cung bi chan.

Trén hinh v&, goc 2BAx c6 cung bi chin 1a cung nhé AB (hay A/r;\B) , goc £BAy c¢6 cung bi
chén 1a cung 16n AB (hay AcB )

2. S6 do ciia goc tao béi tia tiép tuyén va diy cung bang nira sé do ciia cung bi chan.

—

xAB = %sdAmB Hoac y/ATS = %sd@

3. Trong mdt dwong tron, goc tao béi tia tiép tuyén va diy cung va goc ndi tiép cung chin mot

cung thi bang nhau.
XAB = ACB = %sdAmB

B/ BAI TAP VAN DUNG.
1/ BAI TAP MAU.
Bai 1: Cho AABC noi tiép duong tron (O), (AB < AC). Trén tia ddi cua tia BC 1y diém M sao cho
MAZ? = MB.MC. Ching minh ring: MA 14 tiép tuyén ctia duong tron (O).
Hudng dan
Vi MA? = MB.MC => MA/MB = MC/MA
Xét AMAC va AMBA c6: £M chung
MA/MB = MC/MA
=> AMAC ~ AMBA (c.g.c) => ZMAB=2MCA (1)



Ké dudng kinh AD cua (O) . Ta c6 ZACB = £ADB (hai goc ndi tiép cung chin cung AB)

Ma £MAB = £ZMCA (chting minh trén) Suy ra ZMAB =2ADB  (2)

Lai c6 ZABD = 90° (g6c ndi tiép chan nira dudng tron)

=> /BAD + £BDA =90° (3)

T (2) va (3) suy ra zZBAD + £ZMAB = 90° hay ZMAO =90° => OA L MA

Do A € (0) => MA la tiép tuyén cua (O).
Bai 2: Tir diém M niam ngoai duong tron (O) v& hai tiép tuyén MA, MB véi (O) tai A va B. Qua A v&
duong thang song song véi MB cit dudng tron tai C. N6i C véi M cat duong tron (O) tai D. N6i A voi
D cit MB tai E. Ching minh rang:

a) AABE ~ ABDE; AMEA ~ ADEM.

b) E 14 trung diém ctia MB.
Hudng dan
a) Ching minh AABE ~ ABDE; AMEA ~ ADEM.
Xét AABE va ABDE co:
£E chung

¢BAE = /DBE (gbc ndi tiép va goc
giita tia tiép tuy én va ddy cung cung chan
cung BD)
=> AABE ~ ABDE (g.g)
Vi AC// MB nén £ZACM = 2CMB (so le trong)

Ma £ACM = £MAE (gbc ndi tiép va goc giira tia tiép tuyén va day cung cung chin cung AD )
Suy ra: ZCMB = ZzMAE
Xét AMEA va ADEM cé:
£E chung
£MAE = £CMD (chtrng minh trén)
=> AMEA ~ ADEM (g.g)



b) Chirng minh E 1a trung diém cua MB

Theo chirng minh a) ta ¢6: AABE ~ ABDE => AE/BE = BE/DE => EB? = AE.DE

AMEA ~ ADEM => ME/DE = EA/EM => ME? = DE.EA

Do d6 EB? = EM? hay EB = EM.

Vay E 14 trung diém ctia MB.
Bai 3: Cho diém C thudc nira dudong tron (O) duong kinh AB. Tir diém D thudc doan AO ké dudng
thang vudng goc voi AO cit AC va BC lan luot lai E va F. Tiép tuyén C véi nira duong tron cat EF tai
M va cit AB tai N.

a) Chimg minh M 14 trung diém cua EF.

b) Tim vi tri cta diém C trén dudng tron (O) sao cho AACN can tai C.

Hudng dan

a) Ching minh M 1a trung diém cua EF

Ta ¢6 ZMCA = 1/2 sd AC (g6c giira tiép tuyén va day cung chin cung AC) (1)

Lai c6 £MEC = £AED = 90° - zZEAD = 90° - 1/2 sd BC = 1/2 sd AC 2)

Tu (1) va (2) suy ra ZMCE = 2ZzMEC

Vay AMEC can tai M, suy ra MC = ME.

Chting minh tuong ty ta c6 MC = MF.

Suy ra ME = MF hay M Ia trung diém cua EF.
b) Tim vi tri ctia diém C trén dudng tron (O) sao cho AACN

F

M

can tai C. c
AACN can tai C khi va chi khi ZCAN = 2CNA
Vi MN 14 tiép tuyén véi (O) tai C nén OC L MN
=> £CNA =90° - 2COB = 90° - 2.2CAN ' D o0 B N
Do do:
£CAN = 2£CNA © £2CAN=90°-2.£CAN & 32CAN =90°

=> /CAN =30° =>SdBC = 60°

Vay AACN can tai C khi C nim trén nira dudng tron (O) sao cho SABC = 60° .
Bai 4: Cho nira dudng tron (O) dudng kinh AB = 2R. Goi M 1a mot diém thay doi trén tiép tuyén Bx
ctia (0). Noi AM cit (O) tai N. Goi I 1a trung diém cta AN.

a) Chtirng minh: AAIO ~ ABMN ; AOBM ~ AINB

b) Tim vi tri cua diém M trén tia Bx dé dién tich AAIO c6 gia tri lon nhat.



Huéng dan
a) Chirng minh: AAIO ~ ABMN ; AOBM ~ AINB
Vil la trung diém cia AN => OI L AN => £ZAIO = ZANB = 90°
Do Bx 1a tiép tuyén véi (O) tai B x
—> /NBM = 2IAO = 1/2 sd BN M
=> AAIO ~ ABMN (g.g)
Vi £0IM = £OBM = 900
=> c4c diém B, O, I, M ciing thudc duong tron duong kinh MO
suy ra ZBOM = £BIN
Xét AOBM va AINB co: A H O
20OBM = £INB
£BOM = £BIN
=> AOBM ~ AINB (g.g)
b) Tim vi tri cia diém M trén tia Bx dé dién tich AAIO c6 gia tri 16n nhat
Ké IH L AO ta co: Saaio = 1/2 AO.IH
Vi AO khéng ddi nén SAAIO 16n nhit < IH 16n nhét.

Nhan thdy: Khi M chuyén dong trén tia Bx thi I chay trén nira dudng tron duong kinh AO.
Do d6 TH 16n nhat khi IH 14 ban kinh ctia dudng tron
=> AAIO vudng can tai [ nén 2IAH = 45°.
=> AABM vudng can tai B nén BM = BA =2R
Vay khi M thudc Bx sao cho BM = 2R thi Saaio 16n nhét.
Bai 5: Cho duong tron (O; R) va day AB, goi I 13 trung diém ciia day AB. Trén tia dbi cia tia BA ldy
diém M. K¢ hai tiép tuyén MC, MD véi duong tron, (C,D # (0)) .
a) Ching minh réng: Niam diém O, I, C, M, D cung nam trén mot duodng tron.
b) Goi N 14 giao diém ctia tia OM v&i (O). Ching minh rang N 13 tim dudng tron ndi tiép .
Hudng dan
a) Ching minh réng: Niam diém O, I, C, M, D cung nam trén mot duodng tron.
Vi MC, MD la céc tiép tuyén tai C, D voi dudng tron (O)
=>2£0CM = 20DM = 90° (1)
Mat khac I 13 trung diém ctia ddy AB nén OI L AB hay 2OIM = 90° (2)
Tir (1), (2) suy ra 5 diém M, C, D, O, I cung thudc dudng tron dudng kinh OM.



b) Chirng minh rang N 13 tim dudng tron noi tiép
Vi MC, MD la cac tiép tuyén cia (O)
=> MO la phan giac cua £CMD 3)

Ma: £DCN = ZNCM = 1/2 sd CN
Suy ra CN la phan giac cia ZDCM 4)

Tir (3) va (4) suy ra N 1a giao diém céc

dudng phan giac trong cua ACMD

=>N la tim dudng tron ndi tiép ACMD
II/ LUYEN TAP.
Bai 1 : Tir mot diém M ¢ dinh & bén ngoai dudng tron (0) , ké mot tiép tuyén MT ( T 1a tiép diém ) va
mdt cat tuyén MAB cua duong tron do .

a) Ching minh : MT? = MA . MB

b) Trudng hop cat tuyén MAB di qua tim O . Cho MT =20 cm , va cat tuyén dai nhét cing
xudt phat tir M bang 50cm. Tinh ban kinh R cta dudng tron (O) .
Bai 2: Cho nira duong tron (O) dudng kinh AB. Trén tia d6i cua tia AB 1dy mot diém M . V& tiép tuyén
MC véi ntra dudng tron . Goi H 12 hinh chiéu ctia C trén AB .

a) Chimg minh rang CA 14 tia phan giac ctia goc MCH .

b) Gia st MA =a, MC =2a . Tinh AB va CH theo a .
Bai 3: Cho dudng tron (O1) tiép xuc trong véi duong tron (O) tai A . Pudng kinh AB cta duong tron
(0) cat duong tron (O1) tai diém thar hai C khac A . T B vé tiép tuyén BP véi duong tron (O1) cit
dudng tron (O) tai Q . Chirng minh AP 1a phan gidc cua goc OAB
Bai 4: Cho hai duong tron tim O , Oy tiép xc ngoai nhau tai A . Trén dudng tron (O) ldy hai diém
phan biét B , C khac A. Cac dudng thang BA , CA cat duong tron (O1) tai P va Q . Chimg minh PQ //
BC.
Bai 5: Cho tam gidc ABC néi tiép dudng tron (O) va ( AB < AC ) . Puong tron (I) di qua B va C,
tiép xtic voi AB tai B cit duong thang AC tai D . Chirng minh rang : OA L BD .
Bai 6 : Cho ntra duong tron (O) dudng kinh AB= 2R, day AC va tia tiép tuyén Bx nim trén cung nira
mit phing bd AB chira nira dudng tron . Tia phan gidc cua goc CAB cat ddy BC tai F , cét nira dudng
tron tai H , cat Bx ¢ D.

a) Chung minh FB = DB va HF = HD

b) Goi M 1 giao diém cia AC va Bx . Ching minh AC . AM = AH . AD



c) Tinh tich AF .AH + BF.BC theo ban kinh R cua duong tron (O)
Bai 7 : Cho tam gidc ABC ndi tiép duong tron tdm O . Phan gidc goc BAC cit duong tron (O) & M .
Tiép tuyén ké tir M voi dudng tron cat cac tia AB va AC lan luot & D va E . Ching minh :

a) BC// DE

b) AAMB va AMCE dong dang ,AAMC va AMDB dong dang.

¢) Néu AC = CE thi MA2 =MD . ME
Bai 8 : Cho hai duong tron (O) va (O1) ¢ ngoai nhau . Puong ndi tim OO cét cac duong tron (O) va
(O)) tai cac diém A , B, C, D theo thir ty trén duong thang . Ké tiép tuyén tuyén chung ngoai EF (E e
(0), F € (01)) . Goi M 1a giao diém cua AE va DF , N 1a giao diém ctia EB va FC . Chtng minh rang:

a) Tt giac MENF la hinh chir nhat .

b) MN L AD

c) ME . MA = MF . MD
Bai 9: Cho tam giac ABC vudng & A ndi tiép duong tron tim O duong kinh 5cm . Tiép tuyén voi
duong tron tai C cat tia phan giac cia goc ABC tai K . BK cat AC tai D va BD = 4cm . Tinh d6 dai
BK.



CHU DE 11: GOC CO DPINH BEN TRONG PUONG TRON.
GOC CO PINH BEN NGOAI DPUONG TRON.

A/ KIEN THUC CAN NHO.

*) Voi dinh A ndm trong duong tron (O) 1a giao diém cua hai day ctia dudng tron

=>Ta c6 goc BAE ; BAD la cic gbc co dinh bén trong dudng tron.

1 : 2 1 . C Ll ea . D C
S6 do cua goc nay bang ntra tong s6 do hai cung bi chan gitra hai '
canh cua gbc va cdc tia ddi cua hai canh do.
4 sdl?A?] _ sdBE + stD'

*) V&i dinh 4 ndm ¢ ngoai duong tron (O) 1a giao diém cua duong éo dai cta hai ddy cua duong tron

=> Ta c6 CAE (hoac ]ik\D) la géc c6 dinh bén ngoai
duong tron.

Sb do goc nam ngoai dudng tron bang nira hiéu sb do hai
cung bi chan.

—~ /

st/’AE’ = % sdEmC — sdBnD

* Can luu y dén céac truong hop sau: C
+ Véi dinh A ndm ngoai dudng tron (0). AD 1a tiép tuyén

ctia (0), qua A v& mdt cat tuyén cat duong tron tai BC thi:

—

CAD = %[stmD — sdBnD] "

+ Vi Vi dinh A ndm ngoai dudng tron (0). AB,AC 1a 2 tiép
tuyén ctia (0), (A, B 1a cac tiép diém) thi:

B/A\C’ = 5 sdBmC —sdBnC




B/ BAI TAP VAN DUNG.
I. BAI TAP MAU.
Bai 1: Cho AABC nhon ndi tiép dudng tron (O). V& phan giac trong AD cia goc A (D # (0)). Lay
diém E thudc cung nho AC. Néi BE cat AD va AC lan luot tai I va tai K, ndi DE cat AC tai J. Chung
minh rang:

a) «BID = LAJE .

b) ALJK = IK.EJ.

Huéng dan

a) Ta c6 «BID la goc c¢6 dinh nam bén trong dudng tron (O) chan hai cung BD va cung AE

e~

BID :l(sdéfnsdfﬁa) A
2

2AJE 1a goc c6 dinh nim bén trong dudng tron (O) chin hai

cung CD va AE '
S 4
AJE =—(sdCD +sdAE)
2
_ — B c
Ma AD la phan gidc cua goc A nén BD =CD W
Suy ra 2BID = £AJE P
b) Xét AAIK va AEJK co:
+) £AKI = £EKJ (d6i dinh)
+) £IAK = £KEJ (hai goc néi tiép chin hai cung bang nhau BD va cung CD )
Do do AAIK ~ AEJK (g.g)
=> AI/EJ = IK/JIK => ALJK = IK.EJ
Bai 2: Cho hai duong tron (O) va (O’) cit nhau tai 2 diém A, B sao cho O # (0"). Liy diém M thuoc
duong tron (O), M ¢ trong dudng tron (O). Tia AM va BM cit duong tron (O) 1an luot tai C va D.

Chting minh rang:
a) AB=CD (Cung nho cua duong tron (O))
b) Tu giac ABCD Ia hinh thang can.
Hudéng din

a) Vi ZAMB 1a goc c6 dinh nam bén trong duong tron (O) chin

hai cung AB va CD nén: AMB = %(sdA—\B + sd&))

Mit khac: ZAMB = £AOB (hai goc ndi tiép (O’) cung chin cung AB 16n)



£AOB = sd AB (goc ¢ tm dudng tron (O)).
%(sd;&_ﬁ + sda)) =sdAB = sdAB =sdCD = AB = CD
b) Trong duong tron (O):

—

DAC =%sda) ; ACB :%sd@

Ma AB=CD => DAC = ACB
Vi hai goc nay & vi tri so le trong,

suy ra AD // BC (1)

Theo cdu a), ta c6: ZADC = ZDAB (2 goc chin 2 cung bang nhau) (2)

T (1) va (2) suy ra tor giac ABCD 1la hinh thang can.

Bai 3: Cho AABC déu ndi tiép duong tron (O). Piém I chuyén dong trén cung nhé BC. AB cat CI tai

M, AC cit BI tai N. Ching minh rﬁng:
a) BC?=BM.CN
b) 2ZAIN ¢6 sé do khong dbi.

Hudéng din

a) Vi AABC déu nén: sdAB =sdBC =sdAC =120°
Ta c6: £ANB la géc ¢6 dinh ngoai duong tron (O) nén:

— 1

ANB = —(sdA—\B —sda) =60° —lsda
2 2
Lai co: BCI = %sdﬁl (goc n