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Các chuyên đề và bài tập hình học 9 nâng cao

Lời nói đầu

Hình học là môn học đặc biệt gắn liền với mỗi học sinh chúng ta. Hình học phẳng xuất hiện trong mọi mặt của
đời sống, từ hình vuông, hình tam giác, hình tròn... Bản thân của chúng ta từ bé đã được tiếp cận với những
loại hình ấy thông qua cuộc sống diệu kì. Khi bước đến cấp bậc THCS, hình học được giảng dạy bài bản, thể
hiện thông qua các định lý như Pythagoras, Thales,... Càng học hình nhiều, người ta càng say mê với vẻ đẹp
của bộ môn này. Có lẽ vì vậy, rất nhiều bạn học sinh yêu thích bộ môn hình học, và tôi cũng vậy. Từ những
ngày đầu cấp hai, tôi đã có thể dành nhiều giờ để chỉ để vẽ hình, tìm hiểu những vấn đề hình học thú vị từ cơ
bản đến nâng cao. Những vấn đề ấy dù dễ dàng hay khó khăn đều mang cho tôi một cảm giác thích thú đến lạ
kì. Để rồi giải được một bài toán hình, tôi lại càng cảm thấy vui sướng hơn.

Niềm say mê với cái môn ấy đã theo tôi đến mái trường cấp ba và cuốn tài liệu các bạn đang đọc chính là
kết tinh của niềm đam mê ấy. Là một học sinh dưới mái trường THPT Chuyên ĐHSPHN, tôi đã được tiếp cận
với những kiến thức hình sâu sắc hơn, lí thú hơn. Chính vì vậy, tôi đã ấp ủ riêng cho mình một dự án - một dự
án về hình học. Tôi luôn muốn lan toả những kiến thức mình đã học hỏi được, và có lẽ không có ai phù hợp
hơn là những học sinh lớp 9 - những học sinh chuẩn bị bước vào kì thi tuyển sinh vào lớp 10.

Hình học là một phần quan trọng trong các kì thi, đặc biệt là kì thi vào lớp 10. Hình học cũng là một khía
cạnh rất sâu sắc về toán, là nơi mà các bạn học sinh luôn tìm được cho mình những hướng đi mới lạ, thậm chí
có phần "không giống ai". Do đó, cuốn tài liệu này sẽ càng trở nên có ích hơn trên con đường của các bạn học
sinh chinh phục kì thi tuyển sinh vào lớp 10 các trường THPT công lập đại trà và THPT chuyên.

Trong tài liệu này, chúng ta sẽ cùng nhau khám phá, luyện tập những chuyên đề hình học lớp 9

1. Hệ thức lượng trong tam giác vuông - Lượng giác.

2. Đường tròn.

3. Bài tập tổng hợp.

Tôi hi vọng tài liệu này sẽ là một tài liệu thiết thực và bổ ích giúp các bạn học sinh tìm hiểu sâu sắc những
kiến thức toán đã học, giúp các em nâng cao khả năng của bản thân với bộ môn hình học.

Trong quá trình biên soạn, tôi đã hết sức nghiêm túc và cẩn thận song vẫn không thể tránh khỏi những
thiếu sót. Vì vậy, tác giả mong nhận được góp ý và đánh giá từ phía độc giả.

Tác giả: Nguyễn Ngọc Sơn
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1 Hệ thức lượng trong tam giác vuông - Lượng giác

1.1 Hệ thức lượng trong tam giác vuông

Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Gọi độ dài các đoạn thẳng BC,AC,AB,CH,BH và AH lần
lượt là a, b, c, b′, c′ và h. Từ đây, ta có những hệ thức sau

1. a2 = b2 + c2.

2. b2 = b′.a; c2 = c′.a.

3. h2 = b′.c′.

4. a.h = b.c.

5.
1

b2
+

1

c2
=

1

h2
.

Các công thức trên đều có thể được chứng minh bằng tam giác đồng dạng.

1.2 Lượng giác

Định nghĩa

� Tỉ số giữa cạnh đối và cạnh huyền được gọi là sin của góc α, kí hiệu là sinα.

� Tỉ số giữa cạnh kề và cạnh huyền được gọi là cos của góc α, kí hiệu là cosα.

� Tỉ số giữa cạnh đối và cạnh kề được gọi là tang của góc α, kí hiệu là tanα.

� Tỉ số giữa cạnh kề và cạnh đối được gọi là côtang của góc α, kí hiệu là cotα.

Như hình trên, ta có

sinα =
AC

BC
, cosα =

AB

BC
, tanα =

AC

AB
, cotα =

AB

AC
.

Tỉ số lượng giác của góc nhọn

Ta có các tính chất sau
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� 0 < sinα < 1 , 0 < cosα < 1.

� tanα =
sinα

cosα
, cotα =

cosα

sinα
.

� tanα. cotα = 1.

� sin2 α+ cos2 α = 1.

� 1 + tan2 α =
1

cos2 α
, 1 + cot2 α =

1

sin2 α
.

� 2 góc α và β thoả mãn α+ β = 90◦. Khi đó, sinα = cosβ , tanα = cotβ , cotα = tanβ.

Hệ thức về cạnh và góc trong tam giác vuông

� b = a. sin ÂBC = a. cos ÂCB.

� b = c. tan ÂBC = c. cot ÂCB.

� c = a. sin ÂCB = a. cos ÂBC.

� c = b. tan ÂCB = b. cot ÂBC.

1.3 Các ví dụ

Ví dụ 1. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Biết AB = 3 cm, AC = 4 cm. Tính BC,AH,BH,CH.

Lời giải

Ta có

� BC2 = AB2 +AC2 = 32 + 42 = 25 ⇒ BC = 5 cm.

� AH.BC = AB.AC = 3.4 = 12 ⇒ AH =
12

BC
=

12

5
= 2, 4 cm.

� BH.BC = AB2 = 9 ⇒ BH =
9

5
= 1, 8 cm.

� CH = BC −BH = 5− 1, 8 = 3, 2 cm.
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Ví dụ 2. Cho hình vuông ABCD có cạnh bằng 2
√
5 cm. Gọi M,N lần lượt là trung điểm của AD,DC và I

là giao điểm của AN và BM .

1. Chứng minh AN vuông góc với MB.

2. Tính AI,MI.

3. Tính diện tích tứ giác BINC.

Lời giải

1. Xét hai tam giác ADN và BAM có Â = D̂ = 90◦, AD = AB,DN = AM . Suy ra △ADN = △BAM

(c-g-c), do đó D̂AN = ÂBM . Suy ra

M̂AI + ÂMI = D̂AN + ÂMB = ÂBM + ÂMB = 90◦.

2. Ta có BM2 = AM2 +AB2 = 5 + 20 = 25 ⇒ BM = 5 cm.

Suy ra MI =
AM2

MB
= 1 cm, AI2 = AM2 −MI2 = 5− 1 = 4 ⇒ AI = 2 cm.

3. Ta có SBCNI = SBCN + SBIN =
1

2
(BI.IN +BC.CN) = 11 cm2.

Ví dụ 3. Cho tam giác nhọn ABC, đường cao CK; H là trực tâm của tam giác ABC.Gọi M là một điểm
trên CK sao cho ÂMB = 90◦. Gọi S, S1, S2 theo thứ tự là diện tích các tam giác AMB,ABC và ABH. Chứng
minh rằng S =

√
S1.S2.

Lời giải

Tam giác AMB vuông tại M , có MK ⊥ AB nên MK2 = BK.AK (1). Mặt khác, △AHK ∼ △CBK (g-g). Suy

ra
AK

CK
=

HK

BK
, do đó AK.KB = CK.KH (2). Từ (1) và (2) suy ra MK2 = CK.KH nên MK =

√
CK.KH.

Ta có

S = SAMB =
1

2
AB.MK =

1

2
AB.

√
CK.KH =

√
1

2
AB.CK.

1

2
AB.HK =

√
S1.S2.
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Ví dụ 4. Cho tam giác nhọn ABC, hai đường cao AD và BE cắt nhau tại H. Biết
HD

HA
=

1

2
, chứng minh

rằng tan ÂBC. tan ÂCB = 3.

Lời giải

Ta có tan ÂBC =
AD

BD
, tan ÂCB =

AD

CD
. Suy ra tan ÂBC. tan ÂCB =

AD2

BD.CD
(1).

Mặt khác, ta có △BDH ∼ △ADC (g-g), suy ra
DH

DC
=

BD

AD
, do đó BD.DC = DH.AD (2). Từ (1) và (2) suy

ra tan ÂBC. tan ÂCB =
AD

DH
(3). Theo đề bài, ta có

HD

HA
=

1

2
. Do đó,

AD

DH
= 3 (4). Kết hợp (3) và (4), ta có

điều phải chứng minh.

Ví dụ 5. Cho tam giác ABC với ba góc nhọn. Đặt BC = a,AC = b, AB = c.

1. Chứng minh rằng
a

sin B̂AC
=

b

sin ÂBC
=

c

sin ÂCB
.

2. Chứng minh các đẳng thức sau

a2 = b2 + c2 − 2bc. cos B̂AC

b2 = a2 + c2 − 2ac. cos ÂBC

c2 = a2 + b2 − 2ab. cos ÂCB.
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Lời giải

1. Kẻ AK ⊥ BC, ta có AK = c. sin ÂBC = b. sin ÂCB. Suy ra sin ÂBC =
AK

c
, sin ÂCB =

AK

b
. Chia theo

vế, ta được

sin ÂBC

sin ÂCB
=

AK

c
.

b

AK
=

b

c
⇒ b

sin ÂBC
=

c

sin ÂCB
(1).

Tương tự, kẻ BH ⊥ AC, ta cũng chứng minh được
a

sin B̂AC
=

c

sin ÂCB
(2). Từ (1) và (2), ta suy ra

điều phải chứng minh.

2. Áp dụng định lý Pythagoras cho hai tam giác vuông ACH và ABH, ta có AH2 + CH2 = AC2 và
AH2 +BH2 = AB2. Trừ theo vế của 2 đẳng thức trên, ta được

CH2 −BH2 = AC2 −AB2 ⇒ BC2 − 2BC.BH = AC2 −AB2.

Hay

BH =
a2 + c2 − b2

2a
(1).

Trong tam giác vuông ABH có cos ÂBC =
BH

AB
. Kết hợp với (1), ta suy ra cos ÂBC =

a2 + c2 − b2

2ac
hay

b2 = a2 + c2 − 2ac. cos ÂBC. Tương tự, ta cũng chứng minh được 2 hệ thức còn lại.

1.4 Bài tập tự luyện

Bài toán 1. Cho tam giác ABC nhọn, trực tâm H. Trên đoạn BH lấy điểm M và trên đoạn CH lấy điểm N

sao cho ÂMC = ÂNB = 90◦. Chứng minh rằng AM = AN .

Bài toán 2. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Gọi D,E lần lượt là hình chiếu của H lên
AB,AC. Chứng minh rằng 3

√
BC2 =

3
√
BD2 +

3
√
CE2.

Bài toán 3. Cho hình thang cân ABCD, đáy lớn CD = 10, AH là đường cao, AH = AB, đường chéo vuông
góc với cạnh bên. Tính độ dài đường cao của hình thang cân đó.

Bài toán 4. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Kẻ HE,HF lần lượt vuông góc với AB,AC.
Chứng minh rằng

1.
EB

FC
=

(
AB

AC

)3

.
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2. BC.BE.CF = AH3.

Bài toán 5. Cho hình chữ nhật ABCD và một điểm O nằm trong hình chữ nhật. Chứng minh rằng

OA2 +OC2 = OB2 +OD2.

Bài toán 6. Cho hình vuông ABCD và điểm I thay đổi nằm giữa A và B. Tia DI cắt BC tại E. Đường thẳng

kẻ qua D vuông góc với DE cắt BC tại F . Chứng minh rằng tổng
1

DI2
+

1

DE2
không phụ thuộc vào vị trí của

điểm I.

Bài toán 7. Cho tam giác ABC, các đường cao ứng với các cạnh a, b, c lần lượt là ha, hb, hc (trong đó

BC = a,CA = b, AB = c). Chứng minh rằng nếu
1

h2
a

=
1

h2
b

+
1

h2
c

khi và chỉ khi tam giác ABC vuông tại A.

Bài toán 8. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Kẻ HE ⊥ AB,HF ⊥ AC. Gọi O là giao điểm
của AH và EF . Chứng minh rằng HB.HC = 4OE.OF .

Bài toán 9. Cho hình vuông ABCD có cạnh bằng a.

1. M là một điểm trên cạnh AD sao cho ÂBM = 30◦. Tính AM,BM theo a.

2. Qua A kẻ đường thẳng vuông góc với BM tại F , đường thẳng này cắt CD tại N . Tính độ dài các đoạn
thẳng AF,MF,BF theo a.

Bài toán 10. Chứng minh rằng diện tích của một tam giác bằng một nửa tích của hai cạnh với sin của góc
nhọn tạo bởi hai đường thẳng chứa hai cạnh ấy.

Bài toán 11. Cho tam giác ABC nhọn, đặt BC = a,CA = b, AB = C. Đặt p =
a+ b+ c

2
. Chứng minh rằng

SABC =
√
p(p− a)(p− b)(p− c). (Công thức Heron)

Bài toán 12. Cho sinα. cosα =
12

25
. Tính sinα, cosα.

Bài toán 13. Cho tam giác ABC nhọn, đặt BC = a,CA = b, AB = c. Gọi ha, hb, hc lần lượt là các đường cao
ứng với các cạnh a, b, c. Chứng minh các hệ thức sau

ha =
2
√
p(p− a)(p− b)(p− c)

a

hb =
2
√
p(p− a)(p− b)(p− c)

b

hc =
2
√

p(p− a)(p− b)(p− c)

c
.

Bài toán 14. Cho tam giác ABC không phải tam giác tù. Gọi AM là đường trung tuyến ứng với cạnh BC

của tam giác ABC. Gọi BC = a,AC = b, AB = c, AM = ma. Chứng minh rằng m2
a =

2b2 + 2c2 − a2

4
.

Bài toán 15. 1. Cho sinα =
3

5
. Tính A = 5 sin2 α+ 6 cos2 α.

2. Cho cosα =
4

5
. Tính B = 4 sin2 α− 5 cos2 α.

Bài toán 16. Tìm góc nhọn α, biết sinα. cosα =

√
3

4
.

Bài toán 17. Cho tam giác ABC vuông tại A, ÂCB = α < 45◦, trung tuyến AM , đường cao AH, BC = a.
Chứng minh các công thức sau

1. sin 2α = 2 sinα. cosα.

2. 1 + cos 2α = 2 cos2 α.

3. 1− cos 2α = 2 sin2 α.

8 Hướng tới kì thi tuyển sinh vào 10 2024 - 2025



Các chuyên đề và bài tập hình học 9 nâng cao

2 Đường tròn

2.1 Kiến thức cơ bản

1. Đường tròn tâm O, bán kính R là hình gồm các điểm cách đều O một khoảng bẳng R. Một đường tròn
được xác định khi biết tâm và bán kính, hoặc khi biết một đoạn thẳng là đường kính của nó.

2. Qua ba điểm không thẳng hàng, ta chỉ vẽ được duy nhất một đường tròn đi qua cả 3 điểm nó (tâm của
đường tròn này giao điểm của ba đường trung trực tạo bởi các đoạn thẳng nối các điểm cho trước).

3. Tâm của đường tròn là tâm đối xứng của đường tròn đó.

4. Bất kì đường thẳng nào chứa một đường kính của đường tròn cũng là trục đối xứng của đường tròn đó.

5. Trong các dây, dây lớn nhất là đường kính.

6. Trong đường tròn

(a) Đường kính vuông góc với một dây thì đi qua trung điểm của dây ấy.

(b) Đường kính đi qua trung điểm của một dây (không phải đường kính) thì vuông góc với dây ấy.

7. Tam giác nội tiếp đường tròn có một cạnh là đường kính của đường tròn khi và chỉ khi tam giác đó là
tam giác vuông.

8. Trong một đường tròn hay hai đường tròn bằng nhau:

(a) Hai dây cung bằng nhau khi và chỉ khi chúng cách đều tâm.

(b) Trong hai dây cung không bằng nhau, dây cung lớn hơn khi và chỉ khi nó gần tâm hơn.

2.2 Vị trí tương đối của đường thẳng và đường tròn, đường tròn và đường tròn

Vị trí tương đối của đường thẳng và đường tròn

1. Khi đường thẳng a và đường tròn (O) có hai điểm chung, ta nói đường thẳng a và đường tròn (O) cắt
nhau. Đường thẳng a còn gọi là cát tuyến.

2. Khi đường thẳng a và đường tròn (O) chỉ có một điểm chung, ta nói đường thẳng a và đường tròn (O)

tiếp xúc nhau. Đường thẳng a là tiếp tuyến của đường tròn (O). Điểm chung gọi là tiếp điểm.

3. Khi đường thẳng a là tiếp tuyến của một đường tròn thì nó vuông góc với bán kính đi qua tiếp điểm.

4. Khi đường thẳng a và đường tròn (O) không có điểm chung, ta nói đường thẳng a và đường tròn (O)
không giao nhau.

5. Nếu một đường thẳng đi qua một tiếp điểm của đường tròn và vuông góc với bán kính đi qua điểm đó
thì đường thẳng ấy là tiếp tuyến của đường tròn.

6. Nếu hai tiếp tuyến của một đường tròn cắt nhau tại một điểm thì:

(a) Điểm đó cách đều hai tiếp điểm.

(b) Tia kẻ từ điểm đó đi qua tâm là tia phân giác của góc tạo bởi hai tiếp tuyến.

(c) Tia kẻ từ tâm đi qua điểm đó là tia phân giác của góc tạo bởi hai bán kính đi qua các tiếp điểm.
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7. Tiếp tuyến chung của hai đường tròn

Hình 1: Tiếp tuyến chung ngoài

Hình 2: Tiếp tuyến chung trong

8. Đường tròn tiếp xúc với ba cạnh của tam giác gọi là đường tròn nội tiếp tam giác, còn tam giác gọi là
tam giác ngoại tiếp đường tròn. Tâm của đường tròn nội tiếp là giao điểm các đường phân giác trong của
tam giác.

9. Đường tròn tiếp xúc với một cạnh tam giác và tiếp xúc với các phần kéo dài của hai cạnh kia được gọi là
đường tròn bàng tiếp tam giác. Với một tam giác có ba đường tròn bàng tiếp ứng với ba góc tam giác.
Tâm của đường tròn bàng tiếp là giao điểm của hai đường phân giác ngoài, hoặc đường phân giác trong
và một đường phân giác ngoài.
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Kiến thức bổ sung

1. Nếu I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC thì B̂IC = 90◦ +
Â

2
.

2. Nếu I là điểm nằm trong tam giác ABC và B̂IC = 90◦ +
Â

2
, ÂIC = 90◦ +

ÂBC

2
thì I là tâm đường

tròn nội tiếp tam giác ABC.

3. Nếu J là tâm đường tròn bàng tiếp góc A của tam giác ABC thì B̂JC = 90o − Â

2
.

4. Cho tam giác ABC, đặt BC = a,CA = b, AB = c, a+ b+ c = 2p; r là bán kính đường tròn nội tiếp, S là

diện tích tam giác ABC thì r = (p− a) tan
Â

2
= (p− b) tan

B̂

2
= (p− c) tan

Ĉ

2
, S = pr.

5. Nếu đường tròn nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với AB,AC tại F,E thì

AE = AF =
AB +AC −BC

2
=

b+ c− a

2
.

5 kiến thức bổ sung trên được coi như bài tập. Bạn đọc tự chứng minh.
Vị trí tương đối của hai đường tròn

1. Hai đường tròn cắt nhau: Cho hai đường tròn (O1;R1) và (O2;R2). Ta nói đường tròn (O1;R1) cắt đường
tròn (O2;R2) khi và chỉ khi R1 +R2 < O1O2.

2. Hai đường tròn tiếp xúc nhau: Cho hai đường tròn (O1;R1) và (O2;R2) với R1 > R2. Ta nói hai đường
tròn này tiếp xúc nhau khi và chỉ khi O1O2 = R1 +R2 (tiếp xúc ngoài) hoặc O1O2 = R1 −R2 (tiếp xúc
trong).

3. Hai đường tròn không giao nhau: Cho hai đường tròn (O1;R1) và (O2;R2) với R1 > R2. Ta nói đường
tròn (O1) và đường tròn (O2) nằm ngoài nhau khi và chỉ khi O1O2 < R1 + R2. Ta nói đường tròn (O1)

đựng đường tròn (O2) khi và chỉ khi O1O2 < R1 −R2. Ta nói hai đường tròn này đồng tâm khi và chỉ khi
O1O2 = 0.

2.3 Các góc với đường tròn

(Kiến thức cơ bản, bạn đọc tìm hiểu trong sách giáo khoa)
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2.4 Tứ giác nội tiếp

Định nghĩa: Là một tứ giác lồi có bốn đỉnh cùng thuộc một đường tròn được gọi là tứ giác nội tiếp.

Dấu hiệu nhận biết:

-Tứ giác có tổng các góc đối bằng 180°.
-Tứ giác có góc ngoài tại một đỉnh bằng góc trong của đỉnh đối diện.
-Tứ giác có hai đỉnh kề nhau nhìn cạnh chứa hai đỉnh còn lại dưới một góc α

-Tứ giác có 4 đỉnh cách đều một điểm cố định (có thể xác định được). Điểm này là tâm đường tròn ngoại tiếp
tứ giác đó.
Tính chất (Điều kiện cần và đủ) Cho tứ giác ABCD. Gọi AB giao CD tại E. AD giao BC tại F . AC giao
BD tại G. Ta có các điều kiện sau là tương đương:

Tính chất về góc

1. Tứ giác ABCD nội tiếp một đường tròn.
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2. ÂBD = ÂCD (Tính chất góc kề nhau).

3. ÂBC + ÂDC = 180° (Tính chất góc đối nhau).

4. F̂BA = ÂDC (Tính chất góc ngoài).

Tính chất về lượng

Với bán kính đường tròn ngoại tiếp tâm O có độ dài là R

1. EA.EB = ED.EC = OE2 - R2 (Tính chất lượng của cạnh đối).

2. FB.FC = FA.FD = OF 2 - R2 (Tính chất lượng của cạnh đối)

3. GA.GC = GB.GD = R2 - OG2 (Tính chất lượng của đường chéo).

Mở rộng tính chất lượng:

Mở rộng tính chất lượng của cạnh đối
ED

EC
=

AD

AC
.
BD

BC

Mở rộng tính chất lượng của cạnh đối
EA

EB
=

DA

DB
.
CA

CB

Mở rộng tính chất lượng của cạnh đối
FA

FB
=

BA

BD
.
CA

CD

Mở rộng tính chất lượng của cạnh đối
FB

FC
=

AB

AC
.
DB

DC

Mở rộng tính chất lượng của đường chéo
GA

GC
=

DA

DC
.
BA

BC

Mở rộng tính chất lượng của đường chéo
GB

GD
=

BA

BC
.
DA

DC

Tính chất liên quan đến tiếp tuyến:

1. Đường thẳng TA tiếp xúc đường tròn (O).

2. T̂AB = ÂCB (Tính chất góc của tiếp tuyến).

3. TA2 = TB.TC (Tính chất lượng của tiếp tuyến).

4.
TB

TC
=

AB2

AC2
(Tính chất lượng của tiếp tuyến).

2.5 Các ví dụ

Ví dụ 1. Cho đường tròn (O;R) và dây AB. Kéo dài AB về phía B, lấy điểm C sao cho BC = R. Chứng
minh rằng ÂOC = 180◦ − 3ÂCO.

13 Hướng tới kì thi tuyển sinh vào 10 2024 - 2025



Các chuyên đề và bài tập hình học 9 nâng cao

Lời giải

Ta có các tam giác OAB và OBC cân, ÔBA là góc ngoài đỉnh B của tam giác OBC nên ÔBA = ÔAB =

2ÂCO. Ta có biến đổi góc như sau

ÂOC = ÂOB + ÔBC = 180◦ − 2ÔBA+ ÂCO = 180◦ − 4ÂCO + ÂCO = 180◦ − 3ÂCO.

Ví dụ 2. Cho tam giác ABC nhọn. Đặt BC = a,AC = b, AB = c. Chứng minh rằng
a

sin Â
=

b

sin B̂
=

c

sin Ĉ
= 2R.

Lời giải

Kẻ đường kính BD của đường tròn (O). Khi đó,
a

sin Â
=

BC

sin B̂DC
= BD = 2R. Tương tự, ta cũng chứng

minh được các hệ thức còn lại.

Ví dụ 3 (Bài toán Napoleon) Cho tam giác ABC nhọn. Dựng về phía ngoài của tam giác ABC các tam
đều ABD,ACE và BCF .

1. Chứng minh rằng các đường thẳng AF,BE,CD đồng quy tại một điểm. (Điểm Fermat - Torricelli)

2. Gọi G,H, I lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABD,ACE,BCF . Chứng minh rằng tam giác
GHI là tam giác đều.
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Lời giải

1. Gọi giao điểm thứ hai của đường tròn (ABD) và (ACE) là J . Ta có ÂJB = 180◦ − ÂDB = 180◦ − 60◦ =

120◦. Tương tự ÂJC = 120◦. Do đó, ta cũng có B̂JC = 360◦− ÂJB− ÂJC = 120◦. Vậy nên, J ∈ (BJC).
Mặt khác, ta có B̂JF = B̂CF = 60◦ = 180◦ − 120◦ = 180◦ − ÂJB nên ba điểm A, J, F thẳng hàng.
Chứng minh tương tự, ta cũng có bộ ba điểm (B, J,E) và (C, J,D) thẳng hàng.

2. Dễ thấy GH ⊥ AJ và AI ⊥ BJ nên ĤGI = 180◦−ÂJB = 60◦. Tương tự, ta cũng có ĜHI = ĜIH = 60◦.
Do đó, tam giác GHI là tam giác đều. Ta kết thúc bài toán tại đây.

2.6 Một số mô hình cơ bản của hình học phẳng THCS

2.6.1 Mô hình trực tâm

Vấn đề. Cho tam giác ABC nội tiếp (O) có các đường cao AD,BE,CF cắt nhau tại H, các đường thẳng
AH,BH,CH kéo dài cắt (O) tại giao điểm thứ hai là P,Q,R (P khác B,Q khác C,R khác A). Gọi M, I lần
lượt là trung điểm của BC,AH, đường thẳng EF cắt AH tại K. Chứng minh rằng

1. Các tứ giác BFHD,CEHD,BFEC nội tiếp.

2. H là tâm đường tròn nội tiếp tam giác DEF .

3. Dựng đường kính AN của (O). Khi đó tứ giác BHCN là hình bình hành. Suy ra H,M,N thẳng hàng.
H,G,O thẳng hàng (Đường thẳng Euler) và HO = 3GO với G là trọng tâm của tam giác ABC.

4. P,Q,R là các điểm đối xứng với H qua BC,CA,AB.

5. OA vuông góc EF , tam giác AQR cân.

6. Đường thẳng EF kéo dài cắt đường tròn (O) lần lượt tại E1, F1 (E nằm giữa E1 và F ). Khi đó AE1, AF1

lần lượt là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp các tam giác CEE1, BFF1.

7. Gọi X,Y, Z, T lần lượt là trung điểm của AB,AC,HB,HC. Khi đó 9 điểm D,E, F,X, Y,M, I, Z, T nằm
trên cùng một đường tròn có tâm là trung điểm của OH (gọi là đường tròn Euler của tam giác ABC).

8. K là trực tâm của tam giác IBC.

9. ME,MF là các tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF .
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10. Gọi W là giao điểm thứ hai của đường tròn (AEF ) và đường tròn (O). Khi đó, bốn điểm W,H,M,N

thẳng hàng.

11. Ba đường thẳng AW,EF,BC đồng quy tại một điểm.

Lời giải

1. Bạn đọc tự chứng minh.

2. Ta có các tứ giác BDHF,CDHE và BFEC nội tiếp nên ĤDF = ĤBF = ĤCE = ĤDE. Do đó, DH

là tia phân giác của F̂DE. Tương tự, ta cũng có EH là tia phân giác của F̂ED, FH là tia phân giác của
ÊFD. Suy ra H là tâm đường tròn nội tiếp tam giác DFE.

3. Ta có ÂBN = 90◦ vì nó là góc nội tiếp chắn nửa đường tròn đường kính AN . Do đó, AB ⊥ BN . Mà
CH ⊥ AB nên BN ∥ CH. Tương tự, ta cũng có BH ∥ CN . Từ đây suy ra tứ giác BHCN là hình bình
hành. Kết hợp với M là trung điểm của BC, ta suy ra M cũng là trung điểm của HN .
Dễ chứng minh AH = 2OM theo tính chất đường trung bình. Gọi AM ∩OH = G′. Theo định lý Thales,

ta có
AG′

G′M
=

AH

OM
= 2. Mặt khác, vì G là trọng tâm của tam giác ABC nên

AG

GM
= 2. Suy ra G ≡ G′,

hay ba điểm H,G,O thẳng hàng và HO = 3GO.

4. Ta có ĈBP = ĈAP = ĤBC. Do đó, H đối xứng với P qua BC. Các điểm còn lại cũng chứng minh tương
tự.

5. Có ÔAE = 90◦ − 1

2
ÂOC = 90◦ − ÂBC = 90◦ − ÂEF . Do đó, OA ⊥ EF . Mặt khác, theo chứng minh

trên, ta có R đối xứng H qua AB và Q đối xứng H qua AC nên AR = AH = AQ. Suy ra tam giác ARQ

cân tại A.

6. Vì OA ⊥ EF nên AE1 = AF1. Vì vậy, dễ thấy △AE1E ∼ △ACE1 (g-g) nên AE2
1 = AE.AC. Do đó, AE1

là tiếp tuyến của đường tròn (CEE1). Chứng minh tương tự, AF1 là tiếp tuyến của đường tròn (BFF1).

7. Gọi Eu là trung điểm của OH. Dễ thấy tứ giác HIOM là hình bình hành nên Eu là trung điểm của IM .
Tương tự, ta có Eu là trung điểm của XT và Y Z. Bằng tính chất của đường trung bình, ta chứng minh
được IM = Y Z = XT = R với R là độ dài bán kính của đường tròn (O). Từ đây dễ dàng suy ra 9 điểm
D,E, F,X, Y,M, I, Z, T cùng thuộc một đường tròn.
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8. Ta có ÎBC = ÎBE + ÊBC = 90◦ − ÂCB (1).
Chú ý rằng các tứ giác EIBP,EKPC nội tiếp nên ta có biến đổi góc như sau

ÎBE = ÎPE = K̂CE = ÂCB − K̂CB (2).

Từ (1) và (2) suy ra ÎBC + K̂CB = 90◦. Do đó, K là trực tâm của tam giác IBC.

9. Ta có

ÎEF = 90◦ − 1

2
F̂ IE = 90◦ − F̂AE = F̂BE = ÎME. (Vì sao?)

Do đó, IE ⊥ ME (Vì sao?). Tương tự, ta cũng có IF ⊥ MF .

10. Ta có ÂWH = 90◦. Mà ÂWN = 90◦ nên ba điểm W,M,N thẳng hàng. Mà ba điểm H,M,N thẳng hàng
nên bốn điểm W,H,M,N thẳng hàng.

11. Gọi EF ∩BC = {S}, AS ∩ (O) = {W ′} (W ′ ̸= A). Theo phương tích, ta có

SF.SE = SB.SC = SW ′.SA.

Do đó, tứ giác AW ′FE nội tiếp. Suy ra W ≡ W ′, ta có điều phải chứng minh.

2.6.2 Mô hình tâm đường tròn nội tiếp

Vấn đề. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O;R) và ngoại tiếp đường tròn (I; r), H là tiếp điểm của
đường tròn (I) với AB. Gọi D là giao điểm thứ hai của AI và đường tròn (O), DK là đường kính của đường
tròn (O). Gọi d là độ dài của đoạn thẳng OI. Chứng minh rằng

1. Tam giác AHI và tam giác KCD đồng dạng.

2. DI = DB = DC.

3. IA.ID = R2 − d2.

4. (Hệ thức Euler) d2 = R2 − 2R.r.

Lời giải
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1. Hai tam giác KCD và AHI có K̂CD = ÂHI = 90◦ và D̂KC = D̂AC = ÎAH nên hai tam giác này đồng
dạng theo trường hợp góc - góc.

2. Ta có D̂IB = B̂AI + ÂBI = D̂AC + ÎBC = D̂BC + ÎBC = D̂BI nên tam giác DBI cân tại D. Suy ra
DB = DI. Tương tự, ta cũng chứng minh được DI = DC. Vậy DB = DI = DC.

3. Kẻ đường kính MN đi qua điểm I của đường tròn (O). Ta có

IA.ID = IM.IN = (R− d)(R+ d) = R2 − d2.

4. Từ câu (1.) suy ra
IA

DK
=

IH

DC
nên

IA.DC = DK.IH = 2Rr. (3)

Mặt khác, theo câu (2.), ta có DI = DC nên IA.DC = IA.ID = R2 − d2 (4). Từ (3) và (4) suy ra
R2 − d2 = 2Rr hay d2 = R2 − 2Rr.

Mô hình tâm đường tròn nội tiếp nâng cao

Vấn đề. Cho tam giác ABC,D,E, F thứ tự là các tiếp điểm của đường tròn nội tiếp (I) tam giác ABC với
các cạnh BC,CA,AB;H là hình chiếu của D trên EF . Chứng minh

1. HD là tia phân giác của góc BHC.

2. Đường thẳng BI,CI cắt EF lần lượt tại M,N . Khi đó bốn điểm I, E,M,C cùng nằm trên một đường
tròn; bốn điểm I,N, F,B cùng nằm trên một đường tròn.

3. Gọi giao của AI,BI,CI với đường tròn (O) lần lượt là K,X, Y . Đường thẳng KY cắt AB,BC,BI lần
lượt tại B1, B2, B3. Đường thẳng KX cắt AC,BC,CI lần lượt tại C1, C2, C3. Khi đó

� BB1B2, CC1C2 là các tam giác cân.

� B1, I, C1 thẳng hàng.

� I là trực tâm tam giác KXY .

4. Gọi J là trung điểm IK, A3 là giao điểm của XY và AI. Khi đó bốn điểm A,B3, C3, J cùng nằm trên
một đường tròn.

Lời giải
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1. Gọi S,G lần lượt là hình chiếu của B,C lên EF . Ta có tam giác AFE là tam giác cân nên B̂FS = ÂFE =

ÂEF = ĈEG. Kết hợp với B̂IF = ĈGE = 90◦, ta được hai tam giác BFS và CEG đồng dạng. Suy ra

BF

BS
=

CE

CG
⇒ BS

CG
=

BD

CD
=

SH

HG
.

Suy ra △BHS ∼ △CHG. Vậy nên B̂HS = ĈHG. Do đó, B̂HD = ĈHD hay HD là tia phân giác của
góc BHC. Ta kết thúc bài toán.

2. Ta có M̂IC = 180◦ − B̂IC = 90◦ − 1

2
B̂AC = ÂEF = M̂EC. Do đó, tứ giác MEIC nội tiếp. Tương tự,

ta cũng có tứ giác INFB nội tiếp.

3. � Bằng tính chất của tam giác cân, dễ dàng chứng minh được KX ⊥ CI = {C3} và KY ⊥ BI = {B3}.
Do đó, các tam giác BB1B2 và CC1C2 là các tam giác cân.

� Do các tam giác Y BI và BB1B2 cân nên ta suy ra được B3 là trung điểm của B1B2 và BI. Mà
B1B2 ⊥ BI = {B3} nên tứ giác BB1IB2 là hình thoi. Suy ra B1I ∥ BC. Tương tự, ta cũng thấy
C1I ∥ BC nên ba điểm B1, I, C1 thẳng hàng.

� Vì XB3 ⊥ KY và Y C3 ⊥ KX nên hiển nhiên I là trực tâm của tam giác KXY .

4. Vì A3, B3, C3 là ba chân đường cao trong tam giác KXY và J là trung điểm của KI nên bốn điểm này
cùng thuộc đường tròn Euler của tam giác KXY .

2.6.3 Mô hình tiếp tuyến

Vấn đề. Cho đường tròn (O,R) và một điểm M nằm ngoài đường tròn (O). Qua M kẻ các tiếp tuyến MA,
MB đến đường tròn (O) (A, B là các tiếp điểm) và dựng cát tuyến MCD sao cho MC < MD. Gọi E là trung
điểm của CD, đoạn thẳng MO cắt (O) và AB lần lượt tại I, H. Khi đó hãy chứng minh các tính chất hình
học sau

1. 5 điểm M,A,E,O,B nằm trên một đường tròn.

2. ME là tia phân giác của góc ÂEB.

3.
AC

AD
=

BC

BD
. (Tứ giác ACBD được gọi là tứ giác điều hoà)

4. I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác MAB.

5. Tứ giác CHOD nội tiếp.

6. AB chứa đường phân giác của góc ĈHD.

7. ĈAD = B̂HD.

8. OE kéo dài cắt AB tại K thì KC và KD là tiếp tuyến của (O).

9. AE cắt (O) tại giao điểm thứ hai là F (F ̸= A). Khi đó BF ∥ CD.

10. Tia CH cắt đường tròn (O) tại giao điểm thứ hai là P (P ̸= C) thì DP ∥ AB.

11. Đường thẳng qua E song song với BD cắt AB tại N . Khi đó CN ⊥ OB.
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Lời giải

1. Vì E là trung điểm của CD nên OE ⊥ CD = {E}. Do đó, ÔEM = 90◦. Vì vậy, dễ dàng suy ra 5 điểm
M,A,E,O,B cùng thuộc đường tròn đường kính OM .

2. Trong đường tròn (OM) có MA = MB nên sđ
⌢

MB = sđ
⌢

MB. Vì vậy ÂEM = B̂EM , nên EM là tia phân
giác của ÂEB.

3. Ta có các cặp tam giác đồng dạng là △MCB ∼ △MBD (g-g) và △MCA ∼ △MAD (g-g) nên ta có

AC

AD
=

MC

MA
=

MC

MB
=

BC

BD
.

4. Ta có M̂AI =
1

2
ÂOI =

1

2
ÎOB = ÎAB. Do đó, AI là tia phân giác M̂AB. Kết hợp với MI là tia phân

giác của ÂMB, ta có điều phải chứng minh.

5. Ta có MH.MO = MA2 = MC.MD nên tứ giác CHOD nội tiếp theo phương tích.

6. Ta có M̂HC = M̂DO = ÔCD = ÔHD. Suy ra ĈHD = 90◦ − M̂HC = 90◦ − ÔHD = ÂHD. Ta có điều
phải chứng minh.

7. Ta có B̂HD = 180◦ − ÂHD = 180◦ − 1

2
ĈHD = 180◦ − 1

2
ĈOD = 180◦ − ĈBD = ĈAD.

8. Dễ thấy tứ giác KEHM nội tiếp đường tròn đường kính AM nên OE.OK = ON.OM = OA2 = OD2.
Mà OK ⊥ CD = {E} nên dễ dàng suy ra KC,KD là hai tiếp tuyến của (O).

9. Ta có ÂEM = ÂOM =
1

2
ÂOB = ÂFB. Mà hai góc này ở vị trí đồng vị nên BF ∥ CD.

10. Ta có ĈHA =
1

2
ĈHD =

1

2
ĈOD = ĈPD. Mà hai góc này ở vị trí đồng vị nên DP ∥ AB.

11. Ta có ĈEN = ĈDB = ĈAB. Suy ra tứ giác AENC nội tiếp. Do đó, ÂHC = ÂEC = ÂBM . Mà hai góc
này ở vị trí đồng vị nên CN ∥ MB. Suy ra CN ⊥ OB.
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2.7 Những định lý hình học nổi tiếng trong đường tròn

2.7.1 Định lý Ptolemy

Định lý phát biểu: Cho tứ giác ABCD nội tiếp trong đường tròn (O) Khi đó ta có:

AB.CD +AD.BC = AC.BD.

Chứng minh

Trên đường chéo BD lấy điểm E sao cho D̂AE = B̂AC. Ta có D̂AE = B̂AC và ÂDE = ÂCB (cùng chắn
cung AB) nên

△ADE ∼ △ACB (g-g) ⇒ AD

AC
=

DE

BC
⇒ AD.BC = AC.DE (1).

Do D̂AE = B̂AC nên D̂AC = ÊAB, lại có ÂBE = ÂCD (cùng chắn cung AD) suy ra

△ABE ∼ △ACD (g.g) ⇒ AB

AC
=

BE

CD
⇒ AB.CD = AC.BE (2).

Từ (1) và (2) suy ra AB.CD +AD.BC = AC(BE +DE) = AC.BD

Bài toán được chứng minh. Mở rộng hơn cho tứ giác bất kỳ: AB.CD + AB.BC ⩾ AC.BD.

Một số bài toán ứng dụng của định lý Ptolemy

Bài toán 18. (Hồng Kông TST 2000) Cho tam giác ABC có BC > CA > AB. Gọi D là một điểm trên cạnh
BC, E là một điểm trên cạnh AB kéo dài về phía điểm A sao cho BD = BE = CA. Gọi P là một điểm trên
cạnh AC sao cho bốn điểm E,B,D, P đồng viên. Q là giao điểm thứ hai của BP với đường tròn ngoại tiếp tam
giác ABC. Chứng minh rằng AQ+ CQ = BP .

Bài toán 19. (Quảng Trị 2005) Cho tam giác đều ABC có độ dài các cạnh bằng a (a > 0). Trên đoạn AC

lấy điểm Q di động, trên tia đối của tia CB lấy điểm P di động sao cho AQ.BP = a2. Gọi M là giao điểm của
BQ và AP . Chứng minh rằng AM +MC = BM .

Bài toán 20. (Vũ Hữu Bình) Vận dụng định lý Ptolemy để giải bài toán sau: Chứng minh rằng tổng khoảng
các từ tâm của đường tròn ngoại tiếp một tam giác nhọn đến các cạnh của tam giác bằng tổng các bán kính
của đường tròn ngoại tiếp và đường tròn nội tiếp tam giác đó. (Định lý Carnot)
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Bài toán 21. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). Đường tròn (O′) tiếp xúc trong với (O) tại T thuộc
cung nhỏ BC. Kẻ các tiếp tuyến AA′, BB′, CC ′ tới (O′). Chứng minh rằng AA′.BC = BB′.AC + CC ′.AB.

Bài toán 22. (HSG các vùng của Mĩ 1987) Cho một tứ giác nội tiếp có các cạnh là a, b, c, d (a đối diện c, b
đối diện d). Gọi p, q là độ dài hai đường chéo của tứ giác trên. Chứng minh rằng pq ⩽

√
(a2 + b2)(c2 + d2).

2.7.2 Định lý Brocard

Định lý phát biểu: Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn (O). Gọi M là giao điểm của AB và CD; N
là giao điểm của AD và BC; I là giao điểm của AC và BD. Suy ra I là trực tâm của tam giác OMN .

Chứng minh

Gọi E là giao điểm thứ hai của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABI và CDI.
Trước tiên ta chứng minh E, I,M thẳng hàng. Thật vậy giả sử MI cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác AIB tại
E′ thì MI.ME′ = MB.MA = MC.MD. Suy ra 4 điểm D,E′, I, C nằm trên một đường tròn suy ra E′ trùng
E suy ra M, I,E thẳng hàng. Ta có:

ÂED = 360◦ − D̂EI − ÂEI = 180◦ − D̂EI + 180◦ − ÂEI = ÂBD + ÂCD = ÂOD

nên tứ giác AEOD nội tiếp. Ta cũng có:

B̂EC = B̂EI + ÎEC = B̂AC + B̂DC = B̂OC

nên tứ giác BEOC nội tiếp. Từ đó ta cũng suy ra N,E,O thẳng hàng. Ta có:

ÔEM = ÔEC + ĈEM = ÔBC + B̂DC =
180◦ − B̂OC

2
+ B̂DC = 90◦

suy ra ME ⊥ ON . Chứng minh tương tự ta cũng có: NI ⊥ OM . Suy ra I là trực tâm của tam giác OMN . Bài
toán được chứng minh.

Một số bài tập ứng dụng định lý Brocard

Bài toán 23. (CSP V1 2013) Cho tam giác ABC không cân có ba góc nhọn, nội tiếp (O), các đường cao
AA1, BB1, CC1 cắt nhau tại H. Các đường thẳng A1C1, AC cắt nhau tại D. Gọi X là giao điểm của BD với
(O).

1. Chứng minh DX.DB = DC1.DA1.
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2. Gọi M là trung điểm AC. Chứng minh DH vuông góc BM .

Bài toán 24. (HSG TPHCM 2013) Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn O. Các tia AB,DC cắt nhau tại
E, các tia AD,BC cắt nhau tại F . Đường tròn ngoại tiếp tam giác BCE cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác
CDF tại M . Chứng minh rằng

1. Ba điểm E,M,F thẳng hàng và bốn điểm A,D,M,E nằm trên một đường tròn.

2. OM vuông góc với EF .

3. Ba đường thẳng OM,AC,BD đồng quy tại một điểm I.

Bài toán 25. (Hải Dương 2008) Cho tam giác nhọn ABC (AB < AC) có các đường cao BD,CE cắt nhau tại
H. Gọi I là trung điểm của BC, đường tròn ngoại tiếp tam giác BEI cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác CDI

tại K khác I. Đường thẳng DE cắt BC tại M . Chứng minh rằng ba điểm M,H,K thẳng hàng.

2.7.3 Điểm Miquel - Định lý Miquel

a) Điểm Miquel của tứ giác:

Định lý phát biểu: Cho tứ giác ABCD có cạnh AB,CD cắt nhau tại M , cạnh AD,BC cắt nhau tại N . Các
đường tròn ngoại tiếp các tam giác ABN,BCM,MAD,NCD cùng đi qua một điểm E (Gọi là điểm Miquel
của tứ giác ABCD).

Chứng minh

Giả sử đường tròn ngoại tiếp tam giác MAD, NCD cắt nhau tại giao điểm thứ hai là E (khác D). Ta chứng
minh E thuộc đường tròn ngoại tiếp các tam giác MBC,NAB.
Tức là chứng minh các tứ giác MBCE,NBAE nội tiếp. Thật vậy tứ giác DCNE nội tiếp nên: M̂DE=ĈNE.
Tứ giác ADEM nội tiếp nên M̂AE = M̂DE kéo theo M̂AE = ĈNE suy ra ABNE nội tiếp. Mặt khác ta
cũng có: ÊCN = ÊDN và ÊDN = ÂME. Từ đó ÂME = ÊCN suy ra BMEC nội tiếp. Như vậy các đường
tròn ngoại tiếp các tam giác ABN,BCM,MAD,NCD cùng đi qua một điểm E. Bài toán được chứng minh.

b) Định lý Miquel đối với tam giác:

Định lý phát biểu: Định lý Miquel đối với tam giác: Trên các cạnh AB,BC,CA lần lượt lấy các điểm F,D,E.
Khi đó ba đường tròn ngoại tiếp các tam giác AFE,BDF,CED cắt nhau tại một điểm M (Gọi là điểm Miquel
trong tam giác ABC).
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Chứng minh

Giả sử đường tròn ngoại tiếp các tam giác AEF và BDF cắt nhau tại M . Ta có:

ÊMD = 360◦ − ÊMF − D̂MF = 180◦ − F̂AE + 180◦ − ÊMF = Â+ B̂ = 180◦ − Ĉ

Vậy EMDC là tứ giác nội tiếp. Suy ra ba đường tròn ngoại tiếp các tam giác AFE, BDF , CED cắt nhau tại
một điểm M . Bài toán được chứng minh.

Một số bài toán ứng dụng của định lý Miquel

Bài toán 26. Cho tứ giác ABCD có E là giao điểm của AB và CD, F là giao điểm của AD và BC. Gọi M
là điểm Miquel và O1, O2, O3, O4 lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác EBC,CDF,EAD,ABF .
Chứng minh rằng 5 điểm M,O1, O2, O3, O4 cùng thuộc một đường tròn.

Bài toán 27. (Hà Nội TST 2017) Cho tam giác ABC (AB < AC) nhọn nội tiếp đường tròn (O). Gọi M là
trung điểm của BC. AM cắt (O) tại các điểm A,D. Giả sử BD∩AC = {F}, CD∩AB = {E}, (ABF )∩(ACE) =

{P} (P ̸= A). Gọi (S1) là đường tròn đi qua C tiếp xúc với AB tại A. Gọi (S2) là đường tròn đi qua B và tiếp
xúc với AC tại A, (S1) ∩ (S2) = {Q} (Q ̸= A). Chứng minh rằng tam giác OPQ là tam giác vuông.

2.7.4 Định lý con bướm

Định lý phát biểu: Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn (O). Gọi E là giao điểm của AC và BD.
Đường thẳng qua E cắt AD,BC tại M,N thì E là trung điểm của MN khi và chỉ khi MN ⊥ OE.

Chứng minh

Gọi M1 và M2 lần lượt là hình chiếu vuông góc của M trên các đoạn thẳng AE và DE. Tương tự gọi N1 và
N2 lần lượt là hình chiếu của N trên đoạn thẳng BE và CE. Kéo dài MN cắt đường tròn tâm (O) tại 2 điểm
P,Q. Do MN ⊥ OE, mà P,Q thuộc đường thẳng MN nên OE ⊥ PQ suy ra E là trung điểm PQ. Do

△EMM1 ∼ △ENN1 ⇒ EM

EN
=

MM1

NN1

△EMM2 ∼ △ENN2 ⇒ EM

EN
=

MM2

NN2

△AMM1 ∼ △BNN2 ⇒ AM

BN
=

MM1

NN2
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△DMM2 ∼ △CNN1 ⇒ DM

CN
=

MM2

NN1

Từ các đẳng thức trên, ta có:

EM2

EN2
=

MM1

NN1
.
MM2

NN2
=

AM

CN
.
DM

BN
=

PM.QN

PN.QN
=

PM.QN

PN.QN

=
(PE −ME).(EQ+ME)

(PE + EN).(QE − EN)
=

PE2 − EM2

PE2 − EN2

(theo phương tích và E là trung điểm PQ) Theo tính chất của dãy tỉ số bằng nhau:

EM2

EN2
=

PE2 − EM2

PE2 − EN2
=

PE2

PE2
= 1

Suy ra EM = EN nên E là trung điểm MN Bài toán được chứng minh.

Một số bài toán ứng dụng định lý con bướm

Bài toán 28. (Moldova TST 2010) Cho tam giác nhọn ABC có H là trực tâm và M là trung điểm BC. Kẻ
đường thẳng qua H vuông góc với HM và cắt AB,AC lần lượt tại P và Q. Chứng minh rằng MP = MQ.

Bài toán 29. Cho đường tròn (O) và dây AB. Lấy I là một điểm bất kì thuộc dây AB, vẽ hai dây CD,EF

cùng đi qua I (C và E nằm về cùng một phía với AB). Gọi giao điểm của CF,DE với AB lần lượt là M và N .

Chứng minh rằng
1

IA
+

1

IN
=

1

IB
+

1

IM
.

Bài toán 30. Cho tam giác nhọn ABC có AD là đường cao, O và H lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp và
trực tâm của tam giác ABC. Kẻ đường thẳng qua D và vuông góc với OD , cắt AB ở K. Chứng minh rằng
D̂HK + ÂHC = 180◦.

Bài toán 31. (Singapore 2011) Cho tam giác ABC nhọn, không cân, O,H lần lượt là tâm đường tròn ngoại
tiếp và trực tâm của tam giác ABC, AB > AC. Q là điểm trên AC, kéo dài HQ cắt BC ở P sao cho DP = DB

với D là chân đường vuông góc hạ từ A xuống BC. Chứng minh rằng ÔDQ = 90◦.

Bài toán 32. (Định lý con bướm mở rộng) Cho bốn điểm A,B,C,D nằm trên đường trong tâm O. Gọi P là
giao điểm của AC và BD. Một đường thẳng d tùy ý đi qua P sao cho P là hình chiếu vuông góc của O lên
đường thẳng d. Gọi X là giao điểm của d và AB, Z là giao điểm của d và CD. Chứng minh P là trung điểm
XZ.
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Bài toán 33. (Mông Cổ TST 2008) Cho tam giác nhọn ABC có CD là đường cao, H là trực tâm và O là tâm
đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Một đường thẳng đi qua điểm D, vuông góc với OD và cắt BC tại E.
Chứng minh rằng D̂HE = ÂBC.

Bài toán 34. (MOP 1998) Cho hai đường tròn (C) và (C ′) có cùng bán kính, cắt nhau tại hai điểm A,B. Gọi
O là trung điểm AB. Dây cung CD của đường tròn (C) qua điểm O. Lấy P là giao điểm của đoạn thẳng CD

với (C ′). EF là dây cung (C ′) qua O và đoạn thẳng EF cắt (C ′) tại Q. Chứng minh rằng AB,CQ,EP đồng
quy.

2.7.5 Định lý về đường thẳng Simson

Định lý phát biểu: Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn tâm O. Gỉa sử S là một điểm nằm
trên (O) sao cho S không trùng với ba đỉnh của tam giác. Khi đó hình chiếu vuông góc A′, B′, C ′ của điểm S

lần lượt trên BC,CA,AB cùng nằm trên cùng một đường thẳng. (Đường thẳng này gọi là đường thẳng Simson
của điểm S đối với tam giác ABC).

Chứng minh

Ta có: ĈB′S = ĈAD′S = 90◦, suy ra tứ giác A′B′CS nội tiếp, suy ra B̂′A′C=B̂′SC. Mặt khác vì ABSC nội
tiếp nên

Ĉ ′BS = ÂCS = B̂′CS ⇒ △SC ′B ∼ △SB′S (g.g)

⇒ B̂SC ′ = ĈSB′ ⇒ B̂SC ′ = B̂′A′C

Nhưng vì A′BC ′S là tứ giác nội tiếp ( B̂A′S = B̂C ′S = 90◦ ) nên B̂SC ′ = B̂A′C ′ suy ra B̂′A′C = B̂A′C ′

Vậy A′, B′, C ′ cùng thuộc một đường thẳng. Bài toán được chứng minh.

2.7.6 Định lý về đường thẳng Steiner

Định lý phát biểu: Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn tâm O, điểm S bất kì thuộc đường tròn sao
cho S không trùng với các đỉnh của tam giác. Gọi A′, B′, C ′ lần lượt là điểm đối xứng với S qua các đường
thẳng BC,CA,AB. Khi đó ba điểm A′, B′, C ′ và trực tâm H của tam giác ABC cùng nằm trên một đường
thẳng (Đường thẳng này là đường thẳng Steiner của điểm S đối với tam giác ABC).
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Chứng minh

Ta có: ÂC ′B + ÂHB = ÂSB + (180◦ − ÂCB) mà ÂSB = ÂCB nên ÂC ′B + ÂHB = 180◦, suy ra
AHBC ′ là tứ giác nội tiếp. Từ đó ÂHC ′ = ÂBC ′ = ÂBS Hoàn toàn tương tự, tứ giác AHCB′ nội tiếp nên
ÂHB′ = ÂCB′ = ÂCS Lại có ÂCS + ÂBS = 180◦ (tứ giác ABSC nội tiếp). Do đó ÂHB′ + ÂHC ′ = 180◦,
suy ra H,B′, C ′ thẳng hàng. Vậy A′, B′, C ′, H cùng thuộc một đường thẳng. Bài toán được chứng minh.

Một số bài toán ứng dụng đường thẳng Simson, đường thẳng Steiner

Bài toán 35. Cho tam giác ABC nhọn (AB < AC) nội tiếp đường tròn tâm O. Điểm M thuộc cung nhỏ BC.
Vẽ ME,MF lần lượt vuông góc AC,AB tại E,F .Gọi H là trực tâm của tam giác ABC, đường thẳng EF cắt
HM tại I. Chứng minh I là trung điểm HM .

Bài toán 36. Cho đường tròn (O) và ba dây cung AB,AC,AD bất kì. Các đường tròn đường kính AB,AC,AD

đôi một cắt nhau lần thứ hai tại M,N,P . Chứng minh rằng ba điểm M,N,P thẳng hàng.

Bài toán 37. Cho tam giác ABC, các đường cao AD,BE,CF . Từ E kẻ EH,EK lần lượt vuông góc với
CF,BC. Chứng minh rằng HK đi qua trung điểm EF .

Bài toán 38. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). P là một điểm bất kì nằm trên cung nhỏ BC của
(O). Kẻ đường thẳng qua P vuông góc với BC, cắt (O) tại điểm thứ hai K. Chứng minh rằng AK song song
với đường thẳng Simson của P ứng với tam giác ABC.

Bài toán 39. Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn (O). Gọi X,Y, Z lần lượt là hình chiếu của D trên
BC,CA,AB. Gọi M,N lần lượt là trung điểm AB,XY . Chứng minh rằng M̂ND = 90◦.

2.7.7 Điểm Humpty - Điểm Dumpty

Điểm Humpty

Định nghĩa: Cho tam giác ABC. Điểm PA nằm trong tam giác thoả mãn P̂AAB = P̂ABC, P̂AAC = P̂ACB

được gọi là điểm A - Humpty của tam giác ABC. Khi đó, dễ thấy giao điểm của đường tròn đi qua A,B và
tiếp xúc BC tại B với đường tròn đi qua A,C và tiếp xúc với BC tại C chính là điểm A - Humpty. Các điểm
B - Humpty và C - Humpty được định nghĩa tương tự.
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Các tính chất:

Tính chất 1: Gọi H là trực tâm của tam giác ABC. Khi đó, giao điểm thứ hai của đường tròn (AH) và
đường tròn (BHC) là điểm A - Humpty.

Chứng minh

Gọi CH ∩ AB = {E}, (AH) ∩ (BHC) = {PA}. Khi đó, P̂ABC = P̂AHC = P̂AAB. Tương tự, ta có P̂ACB =

P̂AAC nên PA là điểm A - Humpty của tam giác ABC.

Tính chất 2: PA thuộc đường trung tuyến AM của tam giác ABC.

Chứng minh

28 Hướng tới kì thi tuyển sinh vào 10 2024 - 2025



Các chuyên đề và bài tập hình học 9 nâng cao

Kẻ đường kính HA′ của đường tròn (BHC). Dễ thấy tứ giác ABA′C là hình bình hành và M là trung điểm
của BC nên M là trung điểm của AA′ hay ba điểm A,M,A′ thẳng hàng. Theo tính chất 2, ta có ÂPAH = 90◦.
Do PA ∈ (BHC) nên HPAA

′ = 90◦. Từ đây, ta sẽ có được ba điểm A,PA,M thẳng hàng.

Tính chất 3: Gọi BF,CE là hai đường cao của tam giác ABC, trực tâm H, M là trung điểm của BC.
Khi đó (MBE) ∩ (MCF ) = {PA}.

Chứng minh

Theo tính chất 3, ta có ĤPAM = 90◦. Kẻ đường cao AD của tam giác ABC. Suy ra tứ giác HPAMD nội
tiếp. Do đó, theo phương tích, ta có APA.AM = AH.AD = AE.AB. Vậy nên tứ giác EPAMB nội tiếp. Tương
tự, ta cũng có tứ giác FPAMC nội tiếp.
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Tính chất 4: Tia phân giác của B̂AC cắt tia phân giác của B̂PAC tại một điểm trên BC.

Chứng minh

Gọi AK là tia phân giác của B̂AC, K ∈ BC. Điều phải chứng minh tương đương với
AB

AC
=

PAB

PAC
. Dựa

vào tính chất 3, ta biết tứ giác ABA′C là hình bình hành nên
AB

AC
=

A′C

A′B
. Mặt khác, vì tứ giác BPACA′ nội

tiếp nên ta có
A′C

PAB
=

MC

MPA
=

MB

MPA
=

A′B

PAC
⇒ A′C

A′B
=

PAB

PAC
. Do đó, ta có điều phải chứng minh.

Điểm Dumpty

Định nghĩa: Cho tam giác ABC. Điểm QA thoả mãn Q̂AAB = Q̂ACA, Q̂ABA = Q̂AAC được gọi là điểm A

- Dumpty. Khi đó, dễ thấy QA là giao điểm thứ hai của đường tròn đi qua A,C và tiếp xúc AB tại A với đường
tròn đi qua A,B tiếp xúc với AC tại A. Các điểm B - Dumpty và C - Dumpty được định nghĩa tương tự.

Các tính chất:

Tính chất 1: Cho tam giác ABC với điểm QA là điểm A - Dumpty. Gọi M là trung điểm của BC. Khi đó,
B̂AQA = ĈAM .
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Chứng minh

Gọi C1, C2, O lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác AQAB,AQAC,ABC. Qua A kẻ đường
thẳng song song với BC cắt (C1), (C2) lần lượt tại E,F , lấy P là giao điểm của EB và FC. Áp dụng định
lý Miquel cho tam giác EPF , ta được tứ giác QABPC nội tiếp. Mặt khác, ta có B̂EF = B̂AC = ĈFE nên
tứ giác BEFC là hình thang cân. Chú ý các tứ giác EAQAB,FAQAC,BQACP nội tiếp nên ta có biến đổi
góc như sau B̂QAP = B̂CP = ÂFC = B̂EA = 180◦ − ÂQAB. Do đó, ba điểm A,QA, P thẳng hàng. Ngoài
ra, P̂BC = ÂFC = B̂AC nên PB là tiếp tuyến của đường tròn (O). Tương tự, ta cũng có PC là tiếp tuyến
của đường tròn (O). Gọi AP ∩ (O) = {L}, theo mô hình tiếp tuyến, ta có ÂBL = ÂMC. Kết hợp với
ÂLB = ÂCM , ta thu được B̂AQA = ĈAM . Ta kết thúc bài toán.

Tính chất 2:
QAB

QAC
=

AB2

AC2
.

Chứng minh

Theo định nghĩa của điểmA - Dumpty, ta được△QAAB ∼ △QAAC (g-g). Do đó
QAB

QAA
=

AB

AC
,
QAA

QAC
=

AB

AC
.

Suy ra
QAB

QAC
=

AB2

AC2
.

Tính chất 3: Gọi Q là giao điểm của AQA và đường tròn (ABC). Khi đó, QA là trung điểm của AQ.
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Chứng minh

Kẻ PB và PC là tiếp tuyến của đường tròn (ABC). Theo tính chất 1, ta có tứ giác BQAOC nội tiếp và
bốn điểm A,QA, Q, P thẳng hàng. Do đó, ÔQAP = 90◦. Vậy nên QA là trung điểm của AQ.

Tính chất 4: QA là giao điểm thứ hai của đường tròn (BOC) và đường tròn đường kính AO (với O là
tâm đường tròn ngoại tiếp ABC).

Chứng minh

Tính chất này hiển nhiên theo tính chất 3 và tính chất 1.

Một số bài tập ứng dụng điểm Humpty - điểm Dumpty

Bài toán 40. (Romania 2016) Cho hai đường tròn (O) và (O′) cắt nhau tại hai điểm A,B. Một tiếp tuyến
chung của (O) và (O′) (nằm gần về phía B) tiếp xúc với (O) và (O′) lần lượt tại P và Q. Gọi C là điểm đối
xứng với B qua PQ. Chứng minh rằng ĈAP = B̂AQ.

Bài toán 41. (Olympic Toán học trẻ Thổ Nhĩ Kỳ 2015) Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), D là
trung điểm của BC. Gọi (ω1) là đường tròn đi qua D và tiếp xúc với AB tại B, (ω2) là đường tròn đi qua D và
tiếp xúc với AC tại C. Hai đường tròn này cắt nhau tại điểm thứ hai là M . Lấy M ′ đối xứng với M qua BC.
Chứng minh rằng ba điểm A,M ′, D thẳng hàng.

Bài toán 42. (Brazil 2017) Cho tam giác nhọn ABC, hai đường cao BD,CE cắt nhau tại H. Gọi giao điểm
thứ hai của đường tròn (ABC) và (ADE) là F . Chứng minh rằng các đường phân giác trong của F̂BC, B̂HC

và BC đồng quy tại một điểm.

Bài toán 43. (Bắc Macedonia 2017) Cho tam giác nhọn ABC (AB < AC) nội tiếp (O). Gọi D là hình chiếu
vuông góc của A lên BC, M là trung điểm của BC. BO và CO lần lượt cắt AD tại E,F . P là giao điểm thứ
hai của đường tròn (ABE) và (ACF ). Chứng minh rằng đường phân giác trong của P̂AM đi qua tâm đường
tròn nội tiếp tam giác ABC.
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Bài toán 44. (Mĩ TST 2008) Cho tam giác ABC. P là điểm di động trên cạnh BC. Q,R lần lượt thuộc AC

và AB sao cho PQ ∥ AB,PR ∥ AC. Chứng minh rằng đường tròn (AQR) luôn đi qua một điểm cố định khi P
thay đổi.

2.8 Bài tập tự luyện

Bài toán 45. Cho tam giác ABC nội tiếp (O). Một đường tròn (J) tiếp xúc với AC,AB lần lượt tại E,F và
tiếp xúc trong với (O) tại T .

1. Chứng minh rằng TF đi qua điểm M chính giữa cung nhỏ AB.

2. MC cắt EF tại I. Chứng minh rằng tứ giác TIEC nội tiếp.

3. Chứng minh rằng I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC.

4. Chứng minh rằng TI đi qua điểm chính giữa cung BAC.

Bài toán 46. (HSG TP Hà Nội 2023) Cho tam giác ABC vuông tại A (AB < AC) nội tiếp đường tròn (O).
Các tiếp tuyến tại A và C của đường tròn (O) cắt nhau tại S. Trên tia đối của tia CA lấy điểm M (M ̸= C).
Qua S kẻ đường thẳng vuông góc với OM , cắt đường tròn (O) tại hai điểm phân biệt E và F (E nằm giữa S

và F ).

1. Chứng minh rằng ME là tiếp tuyến của đường tròn (O).

2. Gọi D là chân đường vuông góc kẻ từ M xuống đường thẳng BC. Chứng minh EC là tia phân giác của
F̂ED.

3. Gọi P,Q lần lượt là giao điểm của MD với hai đường thẳng BE và BF . Gọi K là tâm đường tròn ngoại
tiếp tam giác BPQ. Chứng minh rằng ŜDK = 90◦.

Bài toán 47. Cho tam giác ABC, có AB < BC < CA. Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. Các
điểm E,F lần lượt thuộc tia CA,AB sao cho BF = BC = CE. Kẻ BE cắt CF tại G.

1. Chứng minh bốn điểm C, I, E,G cùng thuộc một đường tròn.

2. Gọi K thuộc AC sao cho CK = AB. Chứng minh tam giác GIE đồng dạng với tam giác GCK.

3. Trên nửa mặt phẳng bờ BG không chứa C, kẻ GH song song với AC và GH = AF . Chứng minh

ĜHE =
1

2
B̂AC.

Bài toán 48. (CSP V2 2023) Cho tam giác ABC. Đường tròn (I) nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với các
cạnh BC,CA,AB tại các điểm D,E,G. Hai đường thẳng DE,DG lần lượt cắt đường phân giác ngoài của góc
BAC tại M,N . Hai đường thẳng MG,NE cắt nhau tại P . Chứng minh

1. EG song song với MN .

2. Điểm P thuộc đường tròn (I).

Bài toán 49. (CSP V2 2015) Cho hình vuông ABCD với tâm O. Gọi M là trung điểm AB, các điểm N ,P
thuộc BC,CD sao cho MN song song với AP . Chứng minh rằng

1. Tam giác BNO đồng dạng với tam giác DOP và N̂OP = 45o.

2. Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác NOP thuộc OC.

3. Ba đường thẳng BD,AN,PM đồng quy.
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Bài toán 50. (Vĩnh Phúc 2024) Cho tam giác ABC nhọn, không cân nội tiếp đương tròn (O) và B̂AC = 60◦.
Các đường thẳng qua hai điểm C và B song song với đường thẳng AO cắt đường tròn (O) lần lượt tại E và F

(E ̸= C,F ̸= B). Gọi H là trực tâm tam giác ABC. Đường thẳng BH cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai là
X (X ̸= B); đường thẳng CH cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai là Y (Y ̸= C).

1. Chứng minh rằng tam giác AEF đồng dạng với tam giác HBC.

2. Gọi M là giao điểm của hai đường thẳng XF và AC; N là giao điểm của hai đường thẳng Y E và AB.
Chứng minh rằng đường thẳng MN song song với đường thẳng BC.

3. Chứng minh rằng ba đường thẳng MN,XY và FE đồng quy.

Bài toán 51. (IMO 2024) Cho tam giác ABC thoả mãn AB < AC < BC. Tâm đường tròn nội tiếp và đường
tròn nội tiếp của tam giác ABC lần lượt là I và ω. X là một điểm nằm trên BC sao cho đường thẳng đi qua X

song song với AC là tiếp tuyến của (ω). Tương tự, Y là một điểm nằm trên BC sao cho đường thẳng đi qua Y

song song với AB là tiếp tuyến của (ω). Gọi giao điểm thứ hai của AI và đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC

là điểm P khác A. Gọi trung điểm của AC,AB lần lượt là K,L. Chứng minh rằng K̂IL+ Ŷ PX = 180◦.

Bài toán 52. Cho tam giác ABC nhọn không cân có l là phân giác của B̂AC. Một đường tròn tâm O thay
đổi đi qua B,C và cắt các cạnh AB,AC theo thứ tự ở D,E. Gọi T là giao điểm của BE và CD. Dựng hình
bình hành DTEK. Chứng minh rằng AT,AK đối xứng nhau qua l.

3 Lời giải

Bài toán 1. Cho tam giác ABC nhọn, trực tâm H. Trên đoạn BH lấy điểm M và trên đoạn CH lấy điểm N

sao cho ÂMC = ÂNB = 90◦. Chứng minh rằng AM = AN .

Lời giải

Gọi E,F lần lượt là hình chiếu của B,C tương ứng lên AC và AB. Theo hệ thức lượng trong tam giác vuông,
ta có AM2 = AE.AC và AN2 = AF.AB. Mặt khác, hai tam giác AFC và ANB đồng dạng (g-g) nên ta có
AF

AC
=

AE

AB
. Suy ra AE.AC = AF.AB, hay AM2 = AN2. Vậy AM = AN .

Bài toán 2. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Gọi D,E lần lượt là hình chiếu của H lên
AB,AC. Chứng minh rằng 3

√
BC2 =

3
√
BD2 +

3
√
CE2.
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Lời giải

Ta có BD =
BH2

BC
,BC =

AB2

BH
nên

BD2

BC2
=

BH4

AB2
.
BH2

AB4
=

BH6

AB6
⇒ 3

√
BD2

BC2
=

BH2

AB2
=

BH2

BH.BC
=

BH

BC
.

Tương tự, ta cũng có 3

√
CE2

BC2
=

CH

BC
. Do đó, ta có

3

√
BD2

BC2
+

3

√
CE2

BC2
= 1 ⇒ 3

√
BC2 =

3
√
BD2 +

3
√
CE2.

Bài toán 3. Cho hình thang cân ABCD, đáy lớn CD = 10, AH là đường cao, AH = AB, đường chéo vuông
góc với cạnh bên. Tính độ dài đường cao của hình thang cân đó.

Lời giải

Gọi độ dài đường cao là AH = x. Suy ra

HD =
10− x

2
⇒ AD2 = HD2 +AH2 =

(
10− x

2

)2

+ x2 (1).

Mặt khác, tam giác DAC vuông tại A nên

AD2 = DH.DC = 10

(
10− x

2

)
= 5.(10− x) (2).

Từ (1) và (2) suy ra 5.(10− x) =

(
10− x

2

)2

+ x2. Ta giải ra được x = 2
√
5.

Bài toán 4. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Kẻ HE,HF lần lượt vuông góc với AB,AC.
Chứng minh rằng

1.
EB

FC
=

(
AB

AC

)3

.

2. BC.BE.CF = AH3.
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Lời giải

1. Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông vào các tam giác AHB và AHC, ta được BH2 = BE.BA

và CH2 = CF.CA. Do đó,
(
BH

CH

)2

=
BE

CF
.
AB

AC
(1). Mặt khác, theo hệ thức lượng trong tam giác ABC

vuông tại A, ta có AB2 = BH.BC và AC2 = CH.BC

⇒ BH

CH
=

(
AB

AC

)2

(2).

Từ (1) và (2), ta suy ra điều phải chứng minh.

2. Ta có △ABC ∼ △EBH (g-g) nên
BE

BA
=

BH

BC
⇒ BE =

BH.BA

BC
. Mà BH.BC = AB2 nên BE =

AB3

BC2
.

Tương tự, ta cũng có CF =
AC3

BC2
. Mà AH.BC = AB.AC ⇒ AH =

AB.AC

BC
. Suy ra

BC.BE.CF =
AC3

BC2
.
AB3

BC2
.BC =

(
AB.AC

BC

)3

= AH3.

Bài toán 5. Cho hình chữ nhật ABCD và một điểm O nằm trong hình chữ nhật. Chứng minh rằng

OA2 +OC2 = OB2 +OD2.

Lời giải

Gọi khoảng cách từ O tới các cạnh AC,AB,BD,CD lần lượt là a, b, c, d như hình trên. Theo Pythagoras,
ta có OA2 +OC2 = (a2 + b2) + (c2 + d2) = (b2 + c2) + (a2 + d2) = OB2 +OD2.

Bài toán 6. Cho hình vuông ABCD và điểm I thay đổi nằm giữa A và B. Tia DI cắt BC tại E. Đường thẳng

kẻ qua D vuông góc với DE cắt BC tại F . Chứng minh rằng tổng
1

DI2
+

1

DE2
không phụ thuộc vào vị trí của

điểm I.
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Lời giải

Ta có △DIA = △DFC (g-c-g) nên DI = DF . Lại có DC ⊥ EF nên
1

DI2
+

1

DE2
=

1

DF 2
+

1

DE2
=

1

DC2

(không đổi). Vậy ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 7. Cho tam giác ABC, các đường cao ứng với các cạnh a, b, c lần lượt là ha, hb, hc (trong đó

BC = a,CA = b, AB = c). Chứng minh rằng nếu
1

h2
a

=
1

h2
b

+
1

h2
c

khi và chỉ khi tam giác ABC vuông tại A.

Lời giải

Gọi S là diện tích của tam giác ABC, ta có

S =
1

2
a.ha ⇒ a =

2S

ha
⇒ a2 =

4S2

h2
a

.

Tương tự, ta cũng có b2 =
4S2

h2
b

, c2 =
4S2

h2
c

. Suy ra

b2 + c2 = 4S2

(
1

h2
b

+
1

h2
c

)
=

4S2

h2
a

= a2.

Do đó, điều này chỉ xảy ra khi tam giác ABC vuông tại A.

Bài toán 8. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Kẻ HE ⊥ AB,HF ⊥ AC. Gọi O là giao điểm
của AH và EF . Chứng minh rằng HB.HC = 4OE.OF .

Lời giải

Theo hệ thức lượng trong tam giác vuông, ta có HB.HC = AH2 (1). Mặt khác, dễ thấy tứ giác AEHF là
hình chữ nhật nên OA = OH = OE = OF (2). Kết hợp (1) và (2), ta được HB.HC = 2OE.2OF = 4OE.OF .

Bài toán 9. Cho hình vuông ABCD có cạnh bằng a.

1. M là một điểm trên cạnh AD sao cho ÂBM = 30◦. Tính AM,BM theo a.

2. Qua A kẻ đường thẳng vuông góc với BM tại F , đường thẳng này cắt CD tại N . Tính độ dài các đoạn
thẳng AF,MF,BF theo a.
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Lời giải

1. Ta có tam giác ABM vuông tại A có ÂBM = 30◦ nên BM = 2AM . Do đó

(2AM)2 = AM2 + a2 ⇒ 3AM2 = a2 ⇒ AM =
a
√
3

3
⇒ BM =

2a
√
3

3
.

2. Ta có M̂AF = ÂBF = 30◦ (cùng phụ với F̂AB). Từ đó ta có

AF =
AB

2
=

a

2
,MF =

AM

2
=

a
√
3

6
. AF 2 = FM.FB ⇒ FB =

AM2

FM
=

a
√
3

2
.

Bài toán 10. Chứng minh rằng diện tích của một tam giác bằng một nửa tích của hai cạnh với sin của góc
nhọn tạo bởi hai đường thẳng chứa hai cạnh ấy.

Lời giải

Kẻ BH ⊥ AC, gọi α là góc nhọn tạo bởi hai đường thẳng AB,AC. Ta có

1

2
.AB.AC. sinα =

1

2
.
BH

AB
.AB.AC =

1

2
.BH.AC = SABC .

Do đó, ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 11. Cho tam giác ABC nhọn, đặt BC = a,CA = b, AB = C. Đặt p =
a+ b+ c

2
. Chứng minh rằng

SABC =
√
p(p− a)(p− b)(p− c). (Công thức Heron)

Lời giải

Từ định lý Cosin (Ví dụ 5 - Phần 1), ta có

cos Ĉ =
a2 + b2 − c2

2ab
.

Từ đó, ta có

sin Ĉ =
√

1− cos2 Ĉ =

√
4a2b2 − (a2 + b2 − c2)2

2ab
.
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Từ bài toán 10, ta có công thức tính diện tích tam giác ABC như sau

SABC =
1

2
ab. sin Ĉ =

1

4

√
4a2b2 − (a2 + b2 − c2)2 =

1

4

√
[2ab− (a2 + b2 − c2)][2ab+ (a2 + b2 − c2)]

=
1

4

√
(c− a+ b)(c+ a− b)(a+ b− c)(a+ b+ c) =

√
p(p− a)(p− b)(p− c).

Bài toán 12. Cho sinα. cosα =
12

25
. Tính sinα, cosα.

Lời giải

Ta có

(sinα+ cosα)2 = sin2 α+ cos2 α+ 2 sinα. cosα = 1 + 2.
12

25
=

49

25
.

Suy ra sinα+ cosα =
7

5
, nên sinα =

7

5
− cosα. Từ đó, ta có

cosα.

(
7

5
− cosα

)
=

12

25
.

Suy ra cosα =
4

5
hoặc cosα =

3

5
.

� Nếu cosα =
4

5
thì sinα =

3

5
.

� Nếu cosα =
3

5
thì sinα =

4

5
.

Vậy sinα =
3

5
, cosα =

4

5
hoặc sinα =

4

5
, cosα =

3

5
.

Bài toán 13. Cho tam giác ABC nhọn, đặt BC = a,CA = b, AB = c. Gọi ha, hb, hc lần lượt là các đường cao
ứng với các cạnh a, b, c. Chứng minh các hệ thức sau

ha =
2
√

p(p− a)(p− b)(p− c)

a

hb =
2
√
p(p− a)(p− b)(p− c)

b

hc =
2
√

p(p− a)(p− b)(p− c)

c
.

Lời giải

Ta có SABC =
1

2
ha.a. Do đó, ha =

2SABC

a
=

2
√

p(p− a)(p− b)(p− c)

a
. Các hệ thức còn lại cũng tương tự.

Bài toán 14. Cho tam giác ABC không phải tam giác tù. Gọi AM là đường trung tuyến ứng với cạnh BC

của tam giác ABC. Gọi BC = a,AC = b, AB = c, AM = ma. Chứng minh rằng m2
a =

2b2 + 2c2 − a2

4
.

Lời giải �

Nếu tam giác ABC vuông tại A thì đẳng thức trên hiển nhiên đúng.

� Nếu tam giác ABC là tam giác nhọn.
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Giả sử AB < AC thì BH < BM nên

HM = BM −BH =
a

2
− a2 + c2 − b2

2a
=

b2 − c2

2a

Từ đó

m2
a = AM2 = AH2+MH2 = AB2−BH2+MH2 = c2−

(
a2 + c2 − b2

2a

)2

+

(
b2 − c2

2a

)2

=
2b2 + 2c2 − a2

4
.

Bài toán 15. 1. Cho sinα =
3

5
. Tính A = 5 sin2 α+ 6 cos2 α.

2. Cho cosα =
4

5
. Tính B = 4 sin2 α− 5 cos2 α.

Lời giải 1.

Ta có A = 5 sin2 α+ 6 cos2 α = 5 sin2 α+ 6(1− cos2 α) = 6− sin2 α =
141

25
.

2. Ta có B = 4 sin2 −5 cos2 α = 4(1− cos2 α)− 5 cos2 α = 4− 9 cos2 α =
−44

25
.

Bài toán 16. Tìm góc nhọn α, biết sinα. cosα =

√
3

4
.

Lời giải

Dễ dàng tính được sinα+ cosα =

√
3 + 1

2
. Từ đó, ta có phương trình

sin2 α−

(√
3 + 1

2

)
sinα+

√
3

4
= 0.

Suy ra sinα =
1

2
hoặc sinα =

√
3

2
.

� Nếu sinα =
1

2
thì α = 30◦.

� Nếu sinα =

√
3

2
thì α = 60◦.

Vậy α = 30◦ hoặc α = 60◦.

Bài toán 17. Cho tam giác ABC vuông tại A, ÂCB = α < 45◦, trung tuyến AM , đường cao AH, BC = a.
Chứng minh các công thức sau

1. sin 2α = 2 sinα. cosα.
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2. 1 + cos 2α = 2 cos2 α.

3. 1− cos 2α = 2 sin2 α.

Lời giải

1. Ta có sinα =
h

b
, cosα =

b

a
. Mặt khác, sin 2α =

AH

AM
=

2h

a
. Do đó, sin 2α = 2 sinα. cosα.

2. Ta có 2 cos2 α = 2

(
CH

AC

)2

=
2CH2

HC.BC
=

2HC

a
. Mặt khác, ta lại có 1+cos 2α = 1+

HM

AM
=

a+ 2HM

a
=

2CH

a
. Do đó 1 + cos 2α = 2 cos2 α.

3. Thay cos2 α bởi 1− sin2 α vào 1+ cos 2α = 2 cos2 α, ta được 1+ cos 2α = 2− 2 sin2 α, suy ra 1− cos 2α =

2 sin2 α.

Bài toán 18. (Hồng Kông TST 2000) Cho tam giác ABC có BC > CA > AB. Gọi D là một điểm trên cạnh
BC, E là một điểm trên cạnh AB kéo dài về phía điểm A sao cho BD = BE = CA. Gọi P là một điểm trên
cạnh AC sao cho bốn điểm E,B,D, P đồng viên. Q là giao điểm thứ hai của BP với đường tròn ngoại tiếp tam
giác ABC. Chứng minh rằng AQ+ CQ = BP .

Lời giải

Vì các tứ giác ABCQ và BEPD nội tiếp nên ĈAQ = ĈBQ = D̂EP . Do đó, dễ thấy △AQC ∼ △EPD

(g-g). Do đó, ta có

AC

ED
=

QC

PD
⇒ ED.QC = AC.PD = BE.PD (1).

Và
AQ

AC
=

EP

ED
⇒ AQ.ED = AC.EP = EP.BD (2).
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Mặt khác, áp dụng định lý Ptolemy cho tứ giác nội tiếp BEPD, ta có EP.BD +BE.PD = ED.BP (3).
Từ (1), (2) và (3) suy ra AQ.ED +QC.ED = ED.BP . Do đó, QC +AQ = BP .

Bài toán 19. (Quảng Trị 2005) Cho tam giác đều ABC có độ dài các cạnh bằng a (a > 0). Trên đoạn AC

lấy điểm Q di động, trên tia đối của tia CB lấy điểm P di động sao cho AQ.BP = a2. Gọi M là giao điểm của
BQ và AP . Chứng minh rằng AM +MC = BM .

Lời giải

Từ giả thiết AQ.BP = a2, ta có được
AQ

AB
=

AB

BP
. Kết hợp với B̂AQ = P̂BA = 60◦, ta được △AQB ∼

△BAP (c-g-c). Suy ra ÂBQ = B̂PA. Mà ÂBQ + M̂BC = 60◦ và ÂPB + M̂AC = ÂCB = 60◦ nên M̂BC =

M̂AC. Nói cách khác, M ∈ ABC. Áp dụng định lý Ptolemy cho tứ giác nội tiếp ABCM cùng giả thiết
AB = BC = CA, ta được

AB.MC +BC.AM = BM.AC ⇒ AM +MC = BM .

Bài toán 20. (Vũ Hữu Bình) Vận dụng định lý Ptolemy để giải bài toán sau: Chứng minh rằng tổng khoảng
các từ tâm của đường tròn ngoại tiếp một tam giác nhọn đến các cạnh của tam giác bằng tổng các bán kính
của đường tròn ngoại tiếp và đường tròn nội tiếp tam giác đó. (Định lý Carnot)

Lời giải

Xét tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O;R). Gọi OD,OE,OF lần lượt là khoảng cách từ O đến
BC,AC,AB. Đặt BC = a,AC = b, AB = c,OD = x,OE = y,OF = z. Áp dụng định lý Ptolemy vào tứ
giác nội tiếp AEOF , ta có
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OA.EF = AF.OE +AE.OF ⇒ R.
a

2
=

c

2
.y +

b

2
.z ⇒ aR = cy + bz.

Tương tự ta có bR = az + cx, cR = ay + bx. Suy ra

R(a+ b+ c) = a(y + z) + b(x+ z) + c(x+ y) (1).

Gọi r là bán kính của đường tròn nội tiếp tam giác ABC, ta có

r(a+ b+ c) = 2SABC = ax+ by + cz (2).

Từ (1) và (2) suy ra

(a+ b+ c)(R+ r) = a(x+ y + z) + b(x+ y + z) + c(x+ y + z).

Do đó R+ r = x+ y + z. Ta kết thúc bài toán.

Bài toán 21. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). Đường tròn (O′) tiếp xúc trong với (O) tại T thuộc
cung nhỏ BC. Kẻ các tiếp tuyến AA′, BB′, CC ′ tới (O′). Chứng minh rằng AA′.BC = BB′.AC + CC ′.AB.

Lời giải

Gọi K,L,N lần lượt là giao điểm của AT,BT,CT với đường tròn (O′). Suy ra AA′2 = AK.AT,BB′2 =

BL.BT,CC ′2 = CN.CT . Khi đó, điều cần chứng minh tương đương với

BC.
√
AK.AT = CA.

√
BL.BT +AB.

√
CN.CT (1).

Thật vậy, dễ thấy LN ∥ BC,LK ∥ AB,KN ∥ AC. Suy ra
AK

AT
=

BL

BT
=

CN

CT
= k. Khi đó, (1) tương đương với

BC.
√
k.AT 2 = CA.

√
k.BT 2 +AB.

√
k.CT 2 ⇒ CB.AT = AB.CT +AC.BT .

Đẳng thức cuối đúng do định lý Ptolemy. Ta kết thúc bài toán.

Bài toán 22. (HSG các vùng của Mĩ 1987) Cho một tứ giác nội tiếp có các cạnh là a, b, c, d (a đối diện c, b
đối diện d). Gọi p, q là độ dài hai đường chéo của tứ giác trên. Chứng minh rằng pq ⩽

√
(a2 + b2)(c2 + d2).

Lời giải

Áp dụng định lý Ptolemy cho tứ giác đó, ta có pa = ac + bd. Khi đó, bất đẳng thức cần chứng minh tương
đương với

p2q2 = (ac+ bd)2 ⩽ (a2 + b2)(c2 + d2).

43 Hướng tới kì thi tuyển sinh vào 10 2024 - 2025



Các chuyên đề và bài tập hình học 9 nâng cao

Đây là bất đẳng thức Bunyakovsky quen thuộc. Ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 23. (CSP V1 2013) Cho tam giác ABC không cân có ba góc nhọn, nội tiếp (O), các đường cao
AA1, BB1, CC1 cắt nhau tại H. Các đường thẳng A1C1, AC cắt nhau tại D. Gọi X là giao điểm của BD với
(O).

1. Chứng minh DX.DB = DC1.DA1.

2. Gọi M là trung điểm AC. Chứng minh DH vuông góc BM .

Lời giải

1. Đây là mô hình trực tâm, bạn đọc có thể xem lại và tự tìm cách chứng minh.

2. Áp dụng định lý Brocard với tứ giác AC1A1C nội tiếp đường tròn tâm M và AC1 ∩CA1 = {B}, A1C1 ∩
AC = {D}, ta được M là trực tâm của tam giác DBH. Suy ra DH vuông góc với BM .

Bài toán 24. (HSG TPHCM 2013) Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn O. Các tia AB,DC cắt nhau tại
E, các tia AD,BC cắt nhau tại F . Đường tròn ngoại tiếp tam giác BCE cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác
CDF tại M . Chứng minh rằng

1. Ba điểm E,M,F thẳng hàng và bốn điểm A,D,M,E nằm trên một đường tròn.

2. OM vuông góc với EF .

3. Ba đường thẳng OM,AC,BD đồng quy tại một điểm I.

Lời giải 1.
Ta có F̂MC = F̂DC = 180◦ − ÂBC = 180◦ − ÊMC. Suy ra ba điểm E,M,F thẳng hàng. Do đó, theo
phương tích, ta thu được

FA.FD = FB.FC = FM.FE.

Suy ra tứ giác MADE nội tiếp.

2. Dễ thấy tứ giác AMFB nội tiếp. Do đó, M̂BA = M̂FA = M̂CD. Kết hợp với M̂AB = M̂DC (cùng bù
M̂FC), ta được △MAB ∼ △MDC (g-g). Gọi X,Y lần lượt là trung điểm của AB,CD, ta được cặp tam
giác đồng dạng mới là △MBX ∼ △MCY (c-g-c). Suy ra M̂XB = M̂Y C ⇒ M̂XE = M̂Y E. Vậy nên tứ
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giác MXY E nội tiếp. Mặt khác, tứ giác OXEY nội tiếp đường tròn đường kính OE nên ta suy ra được
5 điểm O,X,M,E, Y cùng thuộc đường tròn đường kính OE. Do đó, ÔME = 90◦. Ta có điều phải chứng
minh.

3. Gọi AC ∩BD = {I}, theo định lý Brocard, ta có O là trực tâm của tam giác FIE. Suy ra OI ⊥ EF . Mà
OM ⊥ EF nên ba điểm O, I,M thẳng hàng. Ta kết thúc bài toán tại đây.

Bài toán 25. (Hải Dương 2008) Cho tam giác nhọn ABC (AB < AC) có các đường cao BD,CE cắt nhau tại
H. Gọi I là trung điểm của BC, đường tròn ngoại tiếp tam giác BEI cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác CDI

tại K khác I. Đường thẳng DE cắt BC tại M . Chứng minh rằng ba điểm M,H,K thẳng hàng.

Lời giải

Áp dụng định lý Brocard cho tứ giácBEDC nội tiếp đường tròn tâm I với BE∩CD = {A}, DE∩BC = {M},
ta được I là trực tâm của tam giác AHM . Do đó, MH ⊥ AI (1).
Gọi AI ∩ (BEI) = {K ′}, AN là đường cao của tam giác ABC. Theo phương tích, ta có

45 Hướng tới kì thi tuyển sinh vào 10 2024 - 2025



Các chuyên đề và bài tập hình học 9 nâng cao

AK ′.AI = AE.AB = AF.AC.

Do đó, tứ giác DK ′IC nội tiếp. Nói cách khác, K ≡ K ′ nên ba điểm A,K, I thẳng hàng. Mặt khác, có
AK.AI = AE.AB = AH.AN nên tứ giác HNIK nội tiếp. Suy ra HK ⊥ AI (2).
Từ (1) và (2) suy ra ba điểm M,H,K thẳng hàng.

Bài toán 26. Cho tứ giác ABCD có E là giao điểm của AB và CD, F là giao điểm của AD và BC. Gọi M
là điểm Miquel và O1, O2, O3, O4 lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác EBC,CDF,EAD,ABF .
Chứng minh rằng 5 điểm M,O1, O2, O3, O4 cùng thuộc một đường tròn.

Lời giải

Ta có M̂O4O1 =
1

2
M̂O4B = M̂FC =

1

2
M̂O2C = M̂O2O1 nên tứ giác MO4O2O1 nội tiếp. Tương tự, ta

cũng có tứ giác MO4O3O1 nội tiếp nên 5 điểm M,O1, O2, O3, O4 cùng thuộc một đường tròn.

Bài toán 27. (Hà Nội TST 2017) Cho tam giác ABC (AB < AC) nhọn nội tiếp đường tròn (O). Gọi M là
trung điểm của BC. AM cắt (O) tại các điểm A,D. Giả sử BD∩AC = {F}, CD∩AB = {E}, (ABF )∩(ACE) =

{P} (P ̸= A). Gọi (S1) là đường tròn đi qua C tiếp xúc với AB tại A. Gọi (S2) là đường tròn đi qua B và tiếp
xúc với AC tại A, (S1) ∩ (S2) = {Q} (Q ̸= A). Chứng minh rằng tam giác OPQ là tam giác vuông.

Lời giải
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Dễ thấy P là điểm Miquel của tứ giác ABCD nên ta cũng có các tứ giác BDPE,CDPF nội tiếp. Ta có
ÂPE = ÂCE = 180◦ − ÂBF = 180◦ − ÂPF nên ba điểm P,E, F thẳng hàng. Theo định lý Brocard, ta
có OM ⊥ EF . Mà OM ⊥ BC nên BC ∥ EF . Do đó, B̂CD = D̂EP = D̂BP nên PB là tiếp tuyến của
đường tròn (O). Tương tự, ta cũng có PC là tiếp tuyến của đường tròn (O). Vì vậy, bốn điểm P,B,O,C

cùng thuộc đường tròn đường kính OP . Kẻ AX,AY lần lượt là đường kính của đường tròn (S2), (S1). Ta có
ÂQB = 180◦ − ÂXB = 180◦ − ÂS2O. Tương tự, ta cũng có ÂQC = 180◦ − ÂS1O. Vậy nên

ÂQB + ÂQC = 360◦ − 2ÂS1O = 360◦ − 2B̂AC (Vì sao?)

Do đó, B̂QC = 2B̂AC. Suy ra 5 điểm O,Q,B, P,C cùng thuộc một đường tròn. Ta dễ dàng suy ra điều phải
chứng minh.

Bài toán 28. (Moldova TST 2010) Cho tam giác nhọn ABC có H là trực tâm và M là trung điểm BC. Kẻ
đường thẳng qua H vuông góc với HM và cắt AB,AC lần lượt tại P và Q. Chứng minh rằng MP = MQ.

Lời giải

Kẻ các đường cao BD,CE của tam giác ABC. Suy ra tứ giác BEDC nội tiếp đường tròn đường kính BC.
Theo định lý con bướm, dễ thấy H là trung điểm của PQ nên MP = MQ.

Bài toán 29. Cho đường tròn (O) và dây AB. Lấy I là một điểm bất kì thuộc dây AB, vẽ hai dây CD,EF

cùng đi qua I (C và E nằm về cùng một phía với AB). Gọi giao điểm của CF,DE với AB lần lượt là M và N .

Chứng minh rằng
1

IA
+

1

IN
=

1

IB
+

1

IM
.

Lời giải

Trước hết, ta chứng minh kết quả sau:
AM.IB

IM
=

BN.IA

IN
(Bổ đề Haruki). Thật vậy, vẽ đường tròn ngoại tiếp

tam giác CMD, đường tròn này cắt AB tại điểm thứ hai là K. Theo phương tích, ta có

IM.IK = IC.ID = IA.IB ⇒ IM.(IB +BK) = (AM + IM).IB ⇒ AM.IB

IM
= BK.

Mặt khác, vì ÎKD = F̂CD = ÎED nên tứ giác EKDI nội tiếp. Áp dụng phương tích tương tự như trên, ta

cũng có
BN.IA

IN
= BK. Do đó,

AM.IB

IM
=

BN.IA

IN
.

Đặt IA = a, IB = b, IM = m, IN = n, ta được
(a−m)b

m
=

(b− n)a

n
.
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(a−m).bn = (b− n).am ⇒ abn− bmn = abm− amn.

Chia cả hai vế cho abmn, ta được
1

m
− 1

a
=

1

n
− 1

b
⇒ 1

IA
+

1

IN
=

1

IB
+

1

IM
.

Bài toán 30. Cho tam giác nhọn ABC có AD là đường cao, O và H lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp và
trực tâm của tam giác ABC. Kẻ đường thẳng qua D và vuông góc với OD , cắt AB ở K. Chứng minh rằng
D̂HK + ÂHC = 180◦.

Lời giải

Gọi giao điểm thứ hai của AD và đường tròn (O). Khi đó E đối xứng với H qua D. Lấy KD ∩EC = {L}.
Theo định lý con bướm, ta có DK = DL. Suy ra △DHK = △DEL (c-g-c). Do đó, D̂HK = D̂EL = D̂HC =

180◦ − ÂHC. Ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 31. (Singapore 2011) Cho tam giác ABC nhọn, không cân, O,H lần lượt là tâm đường tròn ngoại
tiếp và trực tâm của tam giác ABC, AB > AC. Q là điểm trên AC, kéo dài HQ cắt BC ở P sao cho DP = DB

với D là chân đường vuông góc hạ từ A xuống BC. Chứng minh rằng ÔDQ = 90◦.
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Lời giải

Gọi giao điểm thứ hai của AH và đường tròn (O) là G, khi đó G đối xứng H qua BC. Ta có Q̂PD =

ĤBD = R̂BD, kết hợp với DP = DB, ta được △DPQ = △DBR (g-c-g). Do đó, DR = DQ. Theo định lý con
bướm thì OD ⊥ QR hay ÔDQ = 90◦.

Bài toán 32. (Định lý con bướm mở rộng) Cho bốn điểm A,B,C,D nằm trên đường trong tâm O. Gọi P là
giao điểm của AC và BD. Một đường thẳng d tùy ý đi qua P sao cho P là hình chiếu vuông góc của O lên
đường thẳng d. Gọi X là giao điểm của d và AB, Z là giao điểm của d và CD. Chứng minh P là trung điểm
XZ.

Lời giải

Ta xét thế hình như sau

Gọi I, J lần lượt là trung điểm của AB,CD. Ta được các tứ giác OPZJ,OPIX nội tiếp. Do đó, ÔZP = ÔJP

và ÔXP = ÔIP . Mặt khác, có △PAB ∼ △PDC (g-g), mà I, J tương ứng là trung điểm của AB,CD nên
△IAP ∼ △JDP (c-g-c). Vậy nên ÂIP = D̂JP . Suy ra ÔIP = ÔJP , hay ÔZP = ÔXP . Từ đó, ta được P là
trung điểm của XZ.

Bài toán 33. (Mông Cổ TST 2008) Cho tam giác nhọn ABC có CD là đường cao, H là trực tâm và O là tâm
đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Một đường thẳng đi qua điểm D, vuông góc với OD và cắt BC tại E.
Chứng minh rằng D̂HE = ÂBC.

49 Hướng tới kì thi tuyển sinh vào 10 2024 - 2025



Các chuyên đề và bài tập hình học 9 nâng cao

Lời giải

Gọi F là giao điểm của đường tròn (O) và CD, K là giao điểm của AF và DE. Áp dụng định lý con bướm,
ta được DE = DK. Kết hợp với DH = DF , ta được △DHE = △DFK (c-g-c) nên D̂HE = D̂FK = ÂBC.

Bài toán 34. (MOP 1998) Cho hai đường tròn (C) và (C ′) có cùng bán kính, cắt nhau tại hai điểm A,B. Gọi
O là trung điểm AB. Dây cung CD của đường tròn (C) qua điểm O. Lấy P là giao điểm của đoạn thẳng CD

với (C ′). EF là dây cung (C ′) qua O và đoạn thẳng EF cắt (C ′) tại Q. Chứng minh rằng AB,CQ,EP đồng
quy.

Lời giải

Gọi giao điểm của CQ,EP với AB lần lượt là S, S′, M là giao điểm của DK và AB. Theo định lý con
bướm, ta có O là trung điểm của SM . Mặt khác, dễ thấy O cũng phải là trung điểm của PD,EK nên tứ giác
PEDK là hình bình hành. Do đó, dễ dàng suy ra △OS′Q = △OMK (g-c-g) nên O là trung điểm của MS′.
Vậy nên S ≡ S′, ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 35. Cho tam giác ABC nhọn (AB < AC) nội tiếp đường tròn tâm O. Điểm M thuộc cung nhỏ BC.
Vẽ ME,MF lần lượt vuông góc AC,AB tại E,F .Gọi H là trực tâm của tam giác ABC, đường thẳng EF cắt
HM tại I. Chứng minh I là trung điểm HM .

Lời giải
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Gọi E′, F ′ lần lượt là điểm đối xứng với M qua AC,AB. Suy ra E′F ′ là đường thẳng Steiner của điểm M

đối với tam giác ABC. Do đó, ba điểm E′, H, F ′ thẳng hàng. Kết hợp với việc F là trung điểm của F ′M và E

là trung điểm của E′M , ta dễ dàng chứng minh được I là trung điểm của HM .

Bài toán 36. Cho đường tròn (O) và ba dây cung AB,AC,AD bất kì. Các đường tròn đường kính AB,AC,AD

đôi một cắt nhau lần thứ hai tại M,N,P . Chứng minh rằng ba điểm M,N,P thẳng hàng.

Lời giải

Lấy (AB)∩(AC) = {M}, (AB)∩(AD) = {N}, (AC)∩(AD) = {P}. Dễ thấy các bộ điểm (M,B,C), (C,P,D), (B,N,D)

thẳng hàng. Do A ∈ (BCD), AM ⊥ BC,AN ⊥ BD,AD ⊥ CP nên ba điểm M,N,P thẳng hàng theo định lý
về đường thẳng Simson.

Bài toán 37. Cho tam giác ABC, các đường cao AD,BE,CF . Từ E kẻ EH,EK lần lượt vuông góc với
CF,BC. Chứng minh rằng HK đi qua trung điểm EF .

Lời giải
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Gọi I là hình chiếu của E lên AB, J là trung điểm của EF . Ta có E ∈ (BFC) nên theo định lý về đường
thẳng Simson, ba điểm I,H,K thẳng hàng. Mặt khác, ta có tứ giác EIFH là hình chữ nhật nên ba điểm I,H, J

thẳng hàng. Từ đây, ta suy ra điều phải chứng minh.

Bài toán 38. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). P là một điểm bất kì nằm trên cung nhỏ BC của
(O). Kẻ đường thẳng qua P vuông góc với BC, cắt (O) tại điểm thứ hai K. Chứng minh rằng AK song song
với đường thẳng Simson của P ứng với tam giác ABC.

Lời giải

Xét thế hình như sau

Gọi I, J,K lần lượt là hình chiếu của P lên AB,BC,AC. Khi đó, ba điểm I, J,K thẳng hàng. Ta có K̂AC =

K̂PC = ÂKJ . Mà hai góc này ở vị trí so le trong nên AK ∥ IK, ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 39. Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn (O). Gọi X,Y, Z lần lượt là hình chiếu của D trên
BC,CA,AB. Gọi M,N lần lượt là trung điểm AB,XY . Chứng minh rằng M̂ND = 90◦.

Lời giải

Xét thế hình như sau
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Dễ thấy △ADB ∼ △Y DX (g-g). Mà M và N lần lượt là trung điểm của AB và XY nên △DAM ∼ △DYN

(c-g-c). Do đó, M̂DA = N̂DY ⇒ ÂDY = M̂DN . Kết hợp với ÂDY = M̂ZN , ta được M̂DN = M̂ZN hay tứ
giác MZDN nội tiếp. Vậy nên M̂ND = 180◦ − M̂ZD = 180◦ − 90◦ = 90◦.

Bài toán 40. (Romania 2016) Cho hai đường tròn (O) và (O′) cắt nhau tại hai điểm A,B. Một tiếp tuyến
chung của (O) và (O′) (nằm gần về phía B) tiếp xúc với (O) và (O′) lần lượt tại P và Q. Gọi C là điểm đối
xứng với B qua PQ. Chứng minh rằng ĈAP = B̂AQ.

Lời giải

Ta có B là điểm A - Humpty của tam giác APQ. Vì C đối xứng với B qua PQ nên P̂CQ = P̂BQ =

180◦ − P̂AQ. Do đó, C ∈ (APQ). Do đó, ĈAP = ĈQP = B̂QP = B̂AQ.

Bài toán 41. (Olympic Toán học trẻ Thổ Nhĩ Kỳ 2015) Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), D là
trung điểm của BC. Gọi (ω1) là đường tròn đi qua D và tiếp xúc với AB tại B, (ω2) là đường tròn đi qua D và
tiếp xúc với AC tại C. Hai đường tròn này cắt nhau tại điểm thứ hai là M . Lấy M ′ đối xứng với M qua BC.
Chứng minh rằng ba điểm A,M ′, D thẳng hàng.
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Lời giải

Bằng cộng góc, dễ thấy M ∈ (O). Trên đường tròn (O), lấy điểm K sao cho B̂AK = ĈAD. Gọi giao điểm
thứ hai của AD với đường tròn (O) là G, ta được △DMB = △DGC (c-g-c) nên B̂DM = ĈDG. Do đó,
ĈDM = B̂DG = ÂDC. Vì vậy, ÂMB = D̂MC. Từ đây, ta dễ dàng thấy AB tiếp xúc với (BDK), AC tiếp
xúc với (CDK) nên ta suy ra K ≡ M . Vì vậy, theo tính chất của điểm Humpty, ta được M ′ là điểm A -
Humpty của tam giác ABC nên ba điểm A,M ′, B thẳng hàng.

Bài toán 42. (Brazil 2017) Cho tam giác nhọn ABC, hai đường cao BD,CE cắt nhau tại H. Gọi giao điểm
thứ hai của đường tròn (ABC) và (ADE) là F . Chứng minh rằng các đường phân giác trong của F̂BC, B̂HC

và BC đồng quy tại một điểm.

Lời giải
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Gọi K là giao điểm của AF và BC, PA là điểm A - Humpty của tam giác ABC. Dễ thấy ba điểm K,H,PA

thẳng hàng. Điều phải chứng minh tương đương với
FB

FC
=

HB

HC
.

Ta có các cặp tam giác đồng dạng là △KBF ∼ △KAC (g-g) và △KCF ∼ △KAB (g-g) nên
FB

AC
=

KB

KA
và

FC

AB
=

KC

KA
.

FB

FC
=

AC.KB

AB.KC
(1).

Mặt khác, ta lại có △KBH ∼ △KPAC (g-g) và △KCH ∼ △KPAB (g-g) nên ta được

HB

HC
=

KB.PAC

KC.PAB
(2).

Vì PA là điểm A - Humpty của tam giác ABC nên
AC

AB
=

PAC

PAB
(3).

Từ (1), (2), (3) suy ra điều phải chứng minh.

Bài toán 43. (Bắc Macedonia 2017) Cho tam giác nhọn ABC (AB < AC) nội tiếp (O). Gọi D là hình chiếu
vuông góc của A lên BC, M là trung điểm của BC. BO và CO lần lượt cắt AD tại E,F . P là giao điểm thứ
hai của đường tròn (ABE) và (ACF ). Chứng minh rằng đường phân giác trong của P̂AM đi qua tâm đường
tròn nội tiếp tam giác ABC.

Lời giải

Ta chỉ cần chứng minh P là điểm A - Dumpty của tam giác ABC, khi đó, AP sẽ đối xứng với AM qua
đường phân giác B̂AC.

Thật vậy, ta có ÂBD =
1

2
ÂOC = 90◦ − ÂCF . Mà ÂBD = 90◦ − B̂AF nên ta được B̂AF = ÂCF . Do đó, AB

là tiếp tuyến của đường tròn (ACF ). Tương tự, ta cũng có AC là tiếp tuyến của đường tròn (ABE) nên P là
điểm A - Dumpty của tam giác ABC. Ta kết thúc bài toán tại đây.

Bài toán 44. (Mĩ TST 2008) Cho tam giác ABC. P là điểm di động trên cạnh BC. Q,R lần lượt thuộc AC

và AB sao cho PQ ∥ AB,PR ∥ AC. Chứng minh rằng đường tròn (AQR) luôn đi qua một điểm cố định khi P
thay đổi.

Lời giải
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Gọi X là điểm A - Dumpty của tam giác ABC. Khi đó, X là điểm cố định.

Ta có △AXB ∼ △CXA (g-g) nên
AB

AC
=

XB

XA
(1).

Mặt khác, theo định lý Thales nên
AB

AC
=

RB

RP
=

RB

QA
(2).

Từ (1) và (2), ta được
XB

XA
=

RB

QA
. Kết hợp với X̂BR = X̂AQ, ta được △XBR ∼ △XAQ (c-g-c). Suy ra

X̂RB = X̂QA. Vậy nên, ta dễ dàng suy ra X ∈ (ARQ).

Bài toán 45. Cho tam giác ABC nội tiếp (O). Một đường tròn (J) tiếp xúc với AC,AB lần lượt tại E,F và
tiếp xúc trong với (O) tại T .

1. Chứng minh rằng TF đi qua điểm M chính giữa cung nhỏ AB.

2. MC cắt EF tại I. Chứng minh rằng tứ giác TIEC nội tiếp.

3. Chứng minh rằng I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC.

4. Chứng minh rằng TI đi qua điểm chính giữa cung BAC.

Lời giải 1.
Gọi giao điểm thứ hai của TF và đường tròn (O) là M . Vì đường tròn (J) tiếp xúc trong với đường tròn
(O) tại điểm T nên ba điểm O, J, T thẳng hàng. Do đó, ĴFT = ĴTF = ÔMT . Mà hai góc này ở vị trí
đồng vị nên JF ∥ OM . Mà JF ⊥ AB nên OM ⊥ AB, suy ra M là điểm chính giữa cung nhỏ AB.

2. Kẻ tiếp tuyến chung T l của đường (J) và (O). Ta có ÎET = l̂TF = T̂CI. Do đó, tứ giác TIEC nội tiếp.

3. Ta có

B̂T I = B̂TC − ÎTC = 180◦ − B̂AC − ÂEF = 180◦ − 90◦ − 1

2
B̂AC = ÂFI.

Do đó, tứ giác BFIT nội tiếp. Do đó, ta có biến đổi góc như sau

F̂BI = F̂ T I = B̂TC − B̂TF − ÎTC = 180◦ − B̂AC − 1

2
ÂCB − 90◦ + B̂AC = 90◦ − 1

2
.(B̂AC − ÂCB).

Do đó, dễ dàng suy ra BI là tia phân giác của ÂBC. Vì vậy, I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC.

4. Điều phải chứng minh tương đương với TL là tia phân giác của B̂TC với TI ∩ (O) = {L}. Có B̂T I =

ÂFE = ÂEF = ÎTC nên TL là tia phân giác của BTC. Do đó, L là điểm chính giữa cung BAC.
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Bài toán 46. (HSG TP Hà Nội 2023) Cho tam giác ABC vuông tại A (AB < AC) nội tiếp đường tròn (O).
Các tiếp tuyến tại A và C của đường tròn (O) cắt nhau tại S. Trên tia đối của tia CA lấy điểm M (M ̸= C).
Qua S kẻ đường thẳng vuông góc với OM , cắt đường tròn (O) tại hai điểm phân biệt E và F (E nằm giữa S

và F ).

1. Chứng minh rằng ME là tiếp tuyến của đường tròn (O).

2. Gọi D là chân đường vuông góc kẻ từ M xuống đường thẳng BC. Chứng minh EC là tia phân giác của
F̂ED.

3. Gọi P,Q lần lượt là giao điểm của MD với hai đường thẳng BE và BF . Gọi K là tâm đường tròn ngoại
tiếp tam giác BPQ. Chứng minh rằng ŜDK = 90◦.

Lời giải 1.
Gọi OS∩AC = {T}, OM∩EF = {N}. Dễ thấy tứ giác TNMS nội tiếp nên OT.OS = ON.OM = OC2 =

OE2. Do đó, tam giác OEM vuông tại E hay ME là tiếp tuyến của đường tròn (O).

2. Dễ thấy 5 điểm O,E,D,M,F cùng thuộc đường tròn đường kính OM nên ta có biến đổi góc như sau

ÔCE = ĈED + ÊDO = ĈED + ÔEF = ĈED + ÔCE − F̂EC.

Do đó, ĈED = F̂EC. Hay EC là tia phân giác của F̂ED.

3. Ta có

M̂EP = 90◦ − ÔEB = 90◦ − ÔBE = M̂PE.

Do đó, tam giác MEP cân tại M . Suy ra ME = MP . Chứng minh tương tự, ta có MF = MQ. Vậy nên
tứ giác PEFQ nội tiếp đường tròn đường kính PQ. Từ điều này, ta dễ dàng suy ra C là trực tâm của
tam giác BPQ. Mà K là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác BPQ nên BC = 2MK. Do đó, OC = MK.
Do D̂CM = ÔCT = ÔSC nên △CDM ∼ △SCO (g-g). Do đó

CD

DM
=

SC

CO
=

SC

MK
.
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Suy ra △SCD ∼ △KMD (c-g-c), kéo theo ŜDC = M̂DK. Từ đó, ŜDK = ĈDM = 90◦.

Bài toán 47. Cho tam giác ABC, có AB < BC < CA. Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. Các
điểm E,F lần lượt thuộc tia CA,AB sao cho BF = BC = CE. Kẻ BE cắt CF tại G.

1. Chứng minh bốn điểm C, I, E,G cùng thuộc một đường tròn.

2. Gọi K thuộc AC sao cho CK = AB. Chứng minh tam giác GIE đồng dạng với tam giác GCK.

3. Trên nửa mặt phẳng bờ BG không chứa C, kẻ GH song song với AC và GH = AF . Chứng minh

ĜHE =
1

2
B̂AC.

Lời giải

1. Ta có biến đổi góc như sau

ÎCG = B̂CG− ÎCB = 90◦ − 1

2
ÂBC − 1

2
ÂCB =

1

2
B̂AC.

Do đó, ta cần chứng minh B̂EI =
1

2
B̂AC hay tứ giác AEIB nội tiếp. Mặt khác, ta lại có
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ÎBE = ĈBE − ÎBC = 90◦ − 1

2
ÂCB − 1

2
ÂBC =

1

2
B̂AC.

Nên tứ giác AEIB nội tiếp, do đó ta dễ dàng suy ra tứ giác CIEG nội tiếp.

2. Ta có ÂIB = ÂEB = ĜEC = ĈIG và B̂AI = ĜCI nên △IAB ∼ △ICG (g-g). Theo đó, ta được

IB

AB
=

IG

CG
=

IE

CK
(do IE = IB,AB = CK).

kết hợp với ĜIE = ĜCK, ta thu được điều phải chứng minh.

3. Ta sẽ đi chứng minh tứ giác GHEK là hình bình hành. Ta có

EK = CE − CK = BC −AB = BF −AB = AF = GH.

Kết hợp với GH ∥ EK ta được tứ giác GHEK là hình bình hành. Do đó ĜHE = ĜKE = 180◦− ĜEI =

ĜCI =
1

2
B̂AC. Vậy nên ta có được điều phải chứng minh.

Bài toán 48. (CSP V2 2023) Cho tam giác ABC. Đường tròn (I) nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với các
cạnh BC,CA,AB tại các điểm D,E,G. Hai đường thẳng DE,DG lần lượt cắt đường phân giác ngoài của góc
BAC tại M,N . Hai đường thẳng MG,NE cắt nhau tại P . Chứng minh

1. EG song song với MN .

2. Điểm P thuộc đường tròn (I).

Lời giải

1. Ta thấy AI ⊥ MN và AI ⊥ EG nên MN ∥ EG.

2. Gọi P ′ là giao điểm thứ hai của đường tròn (AGN) và (AEN). Ta có

ÂP ′N = ÂGN = B̂GD = ĜED = ÂME = 180o − ÂP ′E.

Suy ra ba điểm N,P ′, E thẳng hàng. Tương tự, ta cũng chứng minh được ba điểm G,P ′,M thẳng hàng.
Do đó P ≡ P ′. Vậy nên ta có biến đổi góc như sau

P̂GD + P̂ED = N̂AP + M̂AP = 180o.
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Do đó tứ giác GPED nội tiếp, hay P ∈ (I).

Bài toán 49. (CSP V2 2015) Cho hình vuông ABCD với tâm O. Gọi M là trung điểm AB, các điểm N ,P
thuộc BC,CD sao cho MN song song với AP . Chứng minh rằng

1. Tam giác BNO đồng dạng với tam giác DOP và N̂OP = 45o.

2. Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác NOP thuộc OC.

3. Ba đường thẳng BD,AN,PM đồng quy.

Lời giải

1. Đặt AB = a, ta có AC = a
√
2. Ta thấy được △MBN ∼ △PDA (g-g). Suy ra

BM

DP
=

BN

AD
⇒ DP.BN =

a2

2
.

Kết hợp với OB.OD =
a2

2
, ta được DP.BN = OB.OD. Hay

DP

OD
=

OB

BN
. Từ đây, suy ra được △DOP ∼

△BNO (c-g-c). Từ đó tính được N̂OP = 45o.

2. Từ câu (1), ta có

OB

DP
=

ON

DP
=

OD

DP
và N̂OP = ÔDP = 45o.

Từ đó, suy ra △DOP ∼ △ONP (c-g-c). Do đó D̂OP = ÔNP . Vậy nên OD là tiếp tuyến của đường tròn
(ONP ). Từ đây, ta dễ thấy tâm đường tròn (ONP ) phải nằm trên OC.

3. Gọi giao điểm của BD với MN và AP lần lượt là Q và K. Theo tính chất của tia phân giác, ta có

QM

QN
=

BM

BN
,
KP

KA
=

DP

AP
⇒ QM

QN
=

KP

KA
. (∗)

Gọi MP cắt AN tại I, KI cắt MN tại H. Suy ra

HM

KP
=

HN

AK
⇒ HM

HN
=

KP

KA
. (∗∗)

Từ (∗) và (∗∗), ta suy ra H ≡ Q. Ta suy ra được điều phải chứng minh.
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Bài toán 50. (Vĩnh Phúc 2024) Cho tam giác ABC nhọn, không cân nội tiếp đương tròn (O) và B̂AC = 60◦.
Các đường thẳng qua hai điểm C và B song song với đường thẳng AO cắt đường tròn (O) lần lượt tại E và F

(E ̸= C,F ̸= B). Gọi H là trực tâm tam giác ABC. Đường thẳng BH cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai là
X (X ̸= B); đường thẳng CH cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai là Y (Y ̸= C).

1. Chứng minh rằng tam giác AEF đồng dạng với tam giác HBC.

2. Gọi M là giao điểm của hai đường thẳng XF và AC; N là giao điểm của hai đường thẳng Y E và AB.
Chứng minh rằng đường thẳng MN song song với đường thẳng BC.

3. Chứng minh rằng ba đường thẳng MN,XY và FE đồng quy.

Lời giải

Ta xét thế hình như sau

1. Ta có ÂFE = ÂCE = ÔAC = 90◦ − 1

2
ÂOC = 90◦ − ÂBC = ĤBC. Hoàn toàn tương tự, ta cũng có

ÂEF = ĤBC. Từ đó suy ra hai tam giác AEF và HBC đồng dạng (g-g).

2. Vì BF ∥ CE nên EF = BC. Mà hai tam giác AEF và HBC đồng dạng nên hai tam giác này cũng
bằng nhau, suy ra AE = HB và AF = HC. Mà HB = BY và HC = CX (tính chất của trực tâm) nên
AE = HB = BY và AF = HC = CX.
Vì AE = BY nên tứ giác AEBY là hình thang cân, suy ra

AN

NB
=

AY

BE
. Chứng minh tương tự, ta cũng

có
AM

MC
=

AX

CF
. Mặt khác, ta lại có AY = AX = AH (theo tính chất trực của trực tâm) và BE = CF

(do tứ giác BFCE là hình thang cân) nên
AN

NB
=

AM

MC
. Suy ra MN ∥ BC.

3. Tứ giác AXCF là hình thang cân nên

F̂CY = F̂CA− Ŷ CA = ĈAX − Ŷ CA = ĤBC − Ŷ CA.

Mà Ŷ CA = 90◦ − B̂AC = 90◦ − 1

2
B̂OC = ÔBC nên

F̂CY = ĤBC − ÔBC = ĤBO.

Chứng minh tương tự, ta cũng có X̂CE = ĤCO. Mặt khác, ta lại có

B̂HC = 180◦ − B̂AC = 120◦ = B̂OC.
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Nên tứ giác BHOC nội tiếp. Vì thế ĤCO = ĤBO. Từ đây, ta suy ra

F̂CY = ĤBO = ĤCO = X̂CE.

Như vậy XE = FY . Từ đó Y E ∥ FX. Bây giờ, sử dụng định lý Thales, ta có

MX

MF
=

AX

FC
=

AY

BE
=

Y N

NE
.

Kết hợp với Y E ∥ FX, ta dễ dàng suy ra ba đường thẳng MN,XY, FE đồng quy.

Bài toán 51. (IMO 2024) Cho tam giác ABC thoả mãn AB < AC < BC. Tâm đường tròn nội tiếp và đường
tròn nội tiếp của tam giác ABC lần lượt là I và ω. X là một điểm nằm trên BC sao cho đường thẳng đi qua X

song song với AC là tiếp tuyến của (ω). Tương tự, Y là một điểm nằm trên BC sao cho đường thẳng đi qua Y

song song với AB là tiếp tuyến của (ω). Gọi giao điểm thứ hai của AI và đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC

là điểm P khác A. Gọi trung điểm của AC,AB lần lượt là K,L. Chứng minh rằng K̂IL+ Ŷ PX = 180◦.

Lời giải

Lấy điểm A′ đối xứng với A qua I. Dễ thấy, A′X và A′Y là hai tiếp tuyến của đường tròn (ω). Ta có kết quả
quen thuộc PB = PC = PI, và vì B̂AP = P̂AC > 30◦ nên PB = PC lớn hơn bán kính đường tròn (ABC).

Do đó, PI >
1

2
AP > AI. Suy ra A′ nằm trên đoạn thẳng AP .

Ta có ÂPB = ÂCB = ĈXA nên tứ giác BXA′P nội tiếp. Tương tự, ta có tứ giác PA′Y C nội tiếp. Mặt khác,
ta có IL ∥ A′B, IK ∥ A′C nên K̂IL = B̂A′C. Vậy nên

K̂IL+ Ŷ PX = B̂A′C + (Ŷ PA′ + Â′PX) = ĈA′B + Â′BX + Â′CY = 180◦.

Do đó, ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 52. Cho tam giác ABC nhọn không cân có l là phân giác của B̂AC. Một đường tròn tâm O thay
đổi đi qua B,C và cắt các cạnh AB,AC theo thứ tự ở D,E. Gọi T là giao điểm của BE và CD. Dựng hình
bình hành DTEK. Chứng minh rằng AT,AK đối xứng nhau qua l.

62 Hướng tới kì thi tuyển sinh vào 10 2024 - 2025



Các chuyên đề và bài tập hình học 9 nâng cao

Lời giải

Ta có △AED ∼ △ABC (g-g) nên
AE

AB
=

DE

BC
=

TD

TB
=

KE

BC
. Kết hợp với ÂBT = ÂCT = ÂEK, ta được

△ABT ∼ △AEK (c-g-c). Vậy nên B̂AT = ÊAK, hay AT,AK đối xứng nhau qua l.
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4 Bài tập tổng hợp

Bài toán 53. (Đồng Tháp TST 2024) Cho tam giác nhọn, không cân ABC có các đường cao BE,CF (với
E ∈ AC,F ∈ AB). Đường tròn đường kính BE và đường tròn đường kính CF cắt nhau tại các điểm X,Y .
Đoạn thẳng BE cắt đường tròn đường kính CF tại điểm N . Đoạn thẳng CF cắt đường tròn đường kính BE

tại điểm P . Các đường thẳng XY và EF cắt nhau tại M . Chứng minh rằng

1. Các đường BE,CF,XY đồng quy.

2. MN = MP .

Lời giải

1. Gọi giao điểm thứ hai của Y H và (BE) là X ′. Theo phương tích, ta có

HY.HX ′ = HB.HE = HC.HF .

Do đó, 4 điểm C,F, Y,X ′ đồng viên. Nói cách khác, X ′ = (BE) ∩ (CF ). Do đó X ≡ X ′, ta có điều phải
chứng minh.

2. Gọi trung điểm của BE,CF,EF lần lượt là J,K,M ′. Dễ thấy H là trực tâm của tam giác M ′, I,K. Do
đó, M ′H ⊥ JK (1). Mặt khác, XY là dây cung chung của (J) và (K) nên JK ⊥ XY (2). Từ (1) và (2)
suy ra 3 điểm X,M ′, Y thẳng hàng, hay M ≡ M ′.
Gọi giao điểm thứ hai của CP và (J) là I, G là giao điểm thứ hai của BN và (K). Ta có MJ ∥ BF ⊥ IK

nên MI = MP hay M nằm trên đường trung trực của IP (3). Tương tự, ta cũng có M nằm trên đường
trung trực của GN (4). Ta lại có

HN.HG = HC.HF = HB.HE = HP.HI.

Do đó, tứ giác GPNI nội tiếp (5).
Từ (3),(4),(5) suy ra M là tâm của (GPNI). Vậy nên MN = MP .
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Bài toán 54. Cho tứ giác lồi ABCD. Gọi E,F lần lượt là giao điểm của AB và CD, của AD và BC. Gọi
M,N,L lần lượt là trung điểm của AC,EF và BD. Chứng minh rằng ba điểm M,N,L thẳng hàng. (Đường
thẳng Gauss)

Lời giải

Gọi X,Y, Z lần lượt là trung điểm của BE,EC,BC. Khi đó dễ thấy (N,Y,X), (X,L,Z), (Z,M, Y ) là các

bộ điểm thẳng hàng. Mặt khác, theo định lý Thales, ta có
NX

NY
=

FB

FC
,
MY

MZ
=

AE

AB
,
LZ

LX
=

DC

DE
. Do đó, ta có

NX

NY
.
MY

MZ
.
LZ

LX
=

FB

FC
.
AE

AB
.
DC

DE
.

Mặt khác, áp dụng định lý Menelaus cho tam giác EBC với cát tuyến FAD, ta được

FB

FC
.
AE

AB
.
DC

DE
= 1 ⇒ NX

NY
.
MY

MZ
.
LZ

LX
= 1

Theo định lý Menelaus, ba điểm M,N,L là ba điểm thẳng hàng.

Bài toán 55. (IMO 2004) Cho tam giác ABC nhọn, không cân (AB < AC), đường tròn đường kính BC cắt
AB,AC tại M và N . Gọi O là trung điểm của BC. Đường phân giác B̂AC và M̂ON cắt nhau tại P . Chứng
minh rằng các đường tròn ngoại tiếp tam giác PMB và PNC giao nhau trên cạnh BC.

Lời giải

Gọi F là giao điểm của AP và BC, H là trực tâm của tam giác ABC, I là trung điểm của AH và AH cắt BC

tại D. Dễ thấy ba điểm O,P, I thẳng hàng. Gọi giao điểm của AF và MN là Y , giao điểm của OI và MN là
X. Ta cần đi chứng minh tứ giác PFCN là tứ giác nội tiếp. Điều này tương đương với việc chứng minh 5 điểm
A,M,H,P,N cùng thuộc một đường tròn. Thật vậy, ta có

M̂Y F = ÂY N = 180◦ − Ŷ AN − Ŷ NA = 180◦ − 1

2
B̂AC − ÂBC =

1

2
B̂AC + ÂCB = F̂AC + ÂCB = ÂFB.

Suy ra ÎAP = ÎPA, hay tam giác IAP cân tại I. Vậy nên IA = IP . Do đó, P thuộc đường tròn (AMHN).
Từ điều này, ta dễ dàng suy ra điều phải chứng minh.
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Bài toán 56. (CSP V2 2024) Cho đường tròn (O;R) và dây cung BC cố định không đi qua tâm O. A là một
điểm di động trên đường tròn (O;R) sao cho tam giác ABC nhọn và AB ̸= AC. Các đường cao AD,BE,CF

của tam giác ABC cắt nhau tại điểm H. Đường thẳng EF cắt đường tròn (O) tại hai điểm P và Q sao cho F

nằm giữa P và E. Gọi M là trung điểm của đoạn thẳng BC. Chứng minh rằng

1. AP 2 = AQ2 = AH.AD.

2. Bốn điểm P,Q,M,D cùng thuộc đường tròn (ω).

3. Tâm I của đường tròn (ω) luôn thuộc một đường tròn cố định.

Lời giải

1. Ta có kết quả quen thuộc AO ⊥ EF nên AO ⊥ PQ. Từ đó, ta suy ra A là điểm chính giữa cung PQ, vậy
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nên AP = AQ. Mặt khác, ta có ÂPQ = ÂQP = ÂBP nên ta suy ra AP 2 = AF.AB = AH.AD. Từ đây
ta suy ra được điều phải chứng minh.

2. Gọi PQ giao với BC tại điểm S. Ta có

SP.SQ = SB.SC = SF.SE = SD.SM.

Do đó, tứ giác PQMD nội tiếp đường tròn (ω).

3. Ta có I là tâm của đường tròn (ω) nên I thuộc đường trung trực của PQ. Kết hợp với OA là trung trực
của PQ, ta được ba điểm O,A, I thẳng hàng. Kẻ IN ⊥ BC = {N}, suy ra N là trung điểm của DM .
Trong hình thang OADM có N là trung điểm của DM và OM ∥ IN ∥ AD nên I là trung điểm của OA.

Do đó OI =
OA

2
=

R

2
. (cố định)

Vậy I ∈
(
O;

R

2

)
.

Bài toán 57. (Hà Nội 2022) Cho tam giác ABC nhọn với AB < AC. Đường tròn (I) nội tiếp tam giác ABC,
tiếp xúc với ba cạnh BC,CA và AB lần lượt tại ba điểm D,E và F .

1. Gọi M là giao điểm của hai đường thẳng AI và DF . Chứng minh rằng CM vuông góc với AI.

2. Gọi N là giao điểm của hai đường thẳng AI và DE. Gọi K là trung điểm của đoạn thẳng BC. Chứng
minh rằng tam giác KMN là tam giác cân.

3. Các tiếp tuyến tại các điểm M và N của đường tròn (K,KM) cắt nhau tại điểm S. Chứng minh rằng
đường thẳng AS song song với đường thẳng ID.

Lời giải

1. Ta có biến đổi góc như sau

ÎMD = B̂FD − B̂AM = 90o − 1

2
ÂBC − 1

2
B̂AC =

1

2
ÂCB = ÎCD.

Do đó, tứ giác IDMC nội tiếp, vậy nên ÎDC = ÎMC = 90o. Từ đây, ta suy ra được điều phải chứng
minh.
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2. Gọi L là trung điểm của AC, khi đó tam giác LAM cân tại L. Do đó

L̂MA = L̂AM = B̂AM .

Mà hai góc này ở vị trí so le trong nên AB ∥ ML. Ta lại có KL là đường trung bình của tam giác ABC

nên KL ∥ AB. Từ đây, ta được ba điểm M,K,L thẳng hàng. Vậy nên

K̂MN = M̂AL =
1

2
B̂AC. (∗)

Mặt khác, tương tự câu (1), ta cũng chứng minh được BN ⊥ AI. Chứng minh tương tự như trên, ta được
ba điểm K,N,Q thẳng hàng với Q là trung điểm của AB. Do đó, ta cũng có

K̂NM = Q̂NM = Q̂AN =
1

2
B̂AC. (∗∗)

Từ (∗) và (∗∗), ta được tam giác KMN cân tại K.

3. Gọi H là hình chiếu của A trên BC, ta được tứ giác AHMC là tứ giác nội tiếp. Ta được

M̂HC = M̂AC =
1

2
B̂AC.

Mặt khác, ta có

M̂SK = K̂MN = M̂AC =
1

2
B̂AC.

Do đó ta được tứ giác HSMK nội tiếp. Ngoài ra, ta có S là giao điểm của hai tiếp tuyến tại M và N

của (K,KM) nên tứ giác SKMN nội tiếp. Từ đây, ta có năm điểm H,S,M,K,N cùng thuộc một đường
tròn. Suy ra tứ giác NHSK nội tiếp. Vậy nên ta có biến đổi góc như sau

N̂HS = 180o − N̂KS = 180o − 1

2
N̂KM = 90o + K̂NM = 90o +

1

2
B̂AC = 90o + B̂AN = 180o − ÂBN =

180o − ÂHN .

Do đó, ba điểm A,H, S thẳng hàng. Ta thu được điều phải chứng minh.

Bài toán 58. (Bắc Ninh 2022) Cho đường tròn (O) có đường kính AB. Lấy điểm C thuộc đoạn AO (C khác
A,O). Vẽ đường tròn (I) đường kính BC. Vẽ tiếp tuyến AD và cát tuyến AEF với đường tròn (I) (E nằm giữa
A, F ) sao cho tia AO nằm giữa 2 tia AD,AE. Đường thẳng vuông góc với AB vẽ từ C cắt đường tròn (O) tại
2 điểm, gọi một trong hai giao điểm là N sao cho N và D thuộc hai nửa mặt phẳng đối nhau bờ AB. Gọi S là
giao điểm của hai đường thẳng DI và NB. Gọi R là giao DN và AS. Gọi J là trung điểm SD.

1. Chứng minh tam giác AND cân.

2. Gọi L, T lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác SBC và SEF . Chứng minh ba điểm J, L, T

thẳng hàng

Lời giải 1.
Vì AD là tiếp tuyến của (I) nên ta có kết quả quen thuộc AD2 = AC.AB (1). Mặt khác, ta có tam giác
ANB vuông tại N nên theo hệ thức lượng, ta có AN2 = AC.AB (2). Từ (1) và (2), ta suy ra được điều
phải chứng minh.

2. Ta có △ADS = △ANS (cạnh huyền - cạnh góc vuông) nên SD = SN . Suy ra AS là trung trực của đoạn
ND. Do đó, AS ⊥ ND = {R}. Mà J là trung điểm của DS nên J thuộc trung trực của đoạn RS (3).
Mặt khác, theo hệ thức lượng trong tam giác vuông, ta có

AR.AS = AD2 = AC.AB.
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Do đó, tứ giác CRSB nội tiếp, hay R ∈ (SCB). Do đó, L cũng thuộc trung trực của đoạn RS (4). Tương
tự, ta cũng có T thuộc trung trực của đoạn RS (5). Từ (3), (4), (5), ta suy ra được điều phải chứng minh.

Bài toán 59. (CSP V2 2020) Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn (O) có AB > BC. Một đường tròn
đi qua hai điểm A,C của tam giác ABC lần lượt cắt các cạnh AB,BC tại K,N (K,N khác các đỉnh của tam
giác ABC). Giả sử đường tròn (O) và đường tròn ngoại tiếp của tam giác BKN cắt nhau tại điểm thứ hai là
M (M khác B). Chứng minh rằng

1. Ba đường thẳng BM,KN,AC đồng quy tại một điểm P .

2. Tứ giác MNCP nội tiếp.

3. BM2 − PM2 = BK.BA− PC.PA.

Lời giải

1. Gọi P là giao điểm của NK và AC, M ′ là giao điểm thứ hai của PB và đường tròn (O). Khi đó, ta có
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PN.PK = PC.PA = PM.PB ⇒ Tứ giác M ′BKN nội tiếp.

Nói cách khác, M ′ là giao điểm thứ hai của đường tròn (BNK) và đường tròn (O). Vậy nên, ta được
M ≡ M ′, ta có được điều phải chứng minh.

2. Chú ý rằng các tứ giác BMNK,CNKA nội tiếp nên ta có biến đổi góc như sau

B̂MN = 180o − B̂KN = ÂKN = 180o − N̂CA = N̂CP .

Do đó, tứ giác MNCP là tứ giác nội tiếp.

3. Từ các tứ giác ACNK,MNCP nội tiếp, ta được BK.BA = BN.BC = BM.BP . Từ tứ giác nội tiếp
ABMC, ta suy ra PC.PA = PM.PB. Vì vậy, ta thu được

BK.BA−PC.PA = BM.BP −PM.PB = BP (BM −PM) = (BM −PM)(BM +PM) = BM2−PM2.

Do đó, ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 60. Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp đường tròn (O) với trực tâm H. Một đường thẳng bất kì qua
H cắt AC,AB lần lượt tại E,F . Đường thẳng qua E,F lần lượt vuông góc với OC,OB cắt nhau tại X. Chứng
minh rằng đường tròn ngoại tiếp các tam giác BFH,CEH,EFX và đường tròn (O) đồng quy tại một điểm.

Lời giải

Gọi T là giao điểm của (BFH) và (CEH). Ta có F̂ TE = F̂ TH+ ÊTH = F̂BH+ ÊCH = B̂HC− B̂AC =

ÊXF . Suy ra T ∈ (EXF ). Đồng thời B̂TC = B̂TH + ĈTH = ÂFH + ÂEH = 180◦ − B̂AC nên T ∈ (O).

Bài toán 61. (Hà Nội TST 2022) Cho tam giác ABC nhọn (AB > AC) có ba đường cao AD,BE,CF đồng
quy tại điểm H. Gọi M là hình chiếu vuông góc của điểm H trên đường thẳng EF . Chứng minh rằng đường
tròn ngoại tiếp tam giác DFM đi qua trung điểm của đoạn BF .
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Lời giải

Gọi I, J lần lượt là trung điểm của đoạn BF và BC, O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Ta
có OA ∥ MH(⊥ EF ), OJ ∥ HD(⊥ BC) nên ÂOJ = D̂HM . Mặt khác, ta có các cặp tam giác đồng dạng sau:
△HME ∼ △HDC (g-g), △HEF ∼ △HCB (g-g) và △AEF ∼ △ABC (g-g) nên ta có biến đổi tỉ số như sau

MH

MD
=

HE

HC
=

EF

BC
=

AF

AC
= cos F̂AC = cos B̂OJ =

OJ

OB
=

OJ

OA
.

Do đó, ta thu được △OJA ∼ △HMD (c-g-c). Vậy nên ĤMD = ÔJA = ĴAD. Suy ra ÂJD = D̂ME. Mà tứ
giác AIJD nội tiếp nên ÂJD = ÂID. Ta thu được D̂ME = ÂID. Do đó, tứ giác IFMD nội tiếp, ta có được
điều phải chứng minh.

Bài toán 62. (HSG 10 HSGS 2024) Cho tam giác ABC nhọn có tâm đường tròn nội tiếp là I. Gọi M là trung
điểm của BC. Lấy N đối xứng với I qua M . Lấy P là một điểm bất kỳ nằm trong tam giác ABC sao cho
B̂PC = 180◦− B̂AC. Gọi X,Y, Z lần lượt là hình chiếu của N lên các đường thẳng BC,CP, PB. Gọi K là tâm
đường tròn nội tiếp tam giác XY Z.

1. Chứng minh rằng Ŷ KZ = Ŷ PZ.

2. Chứng minh rằng K luôn nằm trên một đường tròn cố định khi P di chuyển.

Lời giải 1.
Ta có các tứ giác BZXN,NXY C,NZPY nội tiếp và hình bình hành BICN nên ta có biến đổi góc như
sau

Ŷ KZ = 2(180◦ − ẐXY ) = 2(B̂XZ + ĈXY ) = 2(B̂NZ + ĈNY ) = 2(B̂NC − ẐNY ) =

2(B̂IC − B̂AC) = 180◦ − B̂AC = ẐPY .

2. Gọi W,T lần lượt là trung điểm của đoạn BN và NC. Suy ra W,T cũng lần lượt là tâm của (BZXN) và

(NXY C). Do đó, KW ⊥ XZ và KT ⊥ XY . Suy ra ŴKT = 180◦ − ẐXY = 90◦ − 1

2
B̂AC. Mặt khác,

ta lại có ŴNT = B̂IC = 90◦ +
1

2
B̂AC nên ŴKT + ŴNT = 180◦. Vậy nên K ∈ (WNT ) là một đường

tròn cố định.
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Bài toán 63. (Thi thử HSGS V2 đợt 1 2024) Cho tam giác ABC nhọn có đường cao BE,CF cắt nhau tại H
(E,F lần lượt nằm trên cạnh CA,AB). Gọi M là trung điểm BC. Gọi K là hình chiếu của H trên AM .

1. Chứng minh rằng bốn điểm B,C,K,H cùng thuộc một đường tròn.

2. Gọi (J) và (L) lần lượt là đường tròn ngoại tiếp các tam giác MBF và MCE. Chứng minh rằng (J) và
(L) cùng đi qua K.

3. Gọi P là điểm đối xứng với A qua BC. Chứng minh rằng phân giác của B̂PC và ĴML đồng quy với JL.

Lời giải 1.
Lấy D đối xứng A qua M . Dễ thấy tứ giác ABDC là hình bình hành do đó CD ∥ AB ⊥ CH, suy ra C

nằm trên đường tròn đường kính HD. Tương tự B cũng nằm trên đường tròn đường kính HD. Từ giả
thiết HK ⊥ AM nên K cũng nằm trên đường tròn đường kính HD. Vậy các điểm B,C,K cùng nằm trên
đường tròn đường kính HD.

2. Gọi giao điểm của AH và BC là N . Từ ĤKM = 90◦ dễ thấy tứ giác HKMN nội tiếp. Đồng thời tứ giác
HECN nội tiếp, ta suy ra

AK.AM = AH.AN = AE.AC.

Từ đó tứ giác KMCE nội tiếp. Tương tự tứ giác KMBF nội tiếp.

3. Gọi S là trung điểm cung BC chứa H của (BHC). Gọi I là giao điểm của phân giác ĴMLvà JL. Ta sẽ
chứng minh P, I, S thẳng hàng thì PI chính là tia phân giác B̂PC. Thật vậy, từ các tam giác MBF và
MCE cân tại M dễ thấy MJ ⊥ BF ⊥ HC và ML ⊥ CE ⊥ HB. Ta suy ra phân giác ĴML và phân giác
ngoài B̂HC vuông góc, nói cách khác MI ⊥ HS. Kết hợp với HK ⊥ MK, ta suy ra

ÎMK = K̂HS = K̂HT − 90◦ = (180◦ − K̂ST )− 90◦ = 90◦ − K̂SM,

ở đó ST là đường kính của (BHC). Vì tam giác IKM cân tại I nên
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K̂IM = 180◦ − 2ÎMK = 2K̂SM .

Từ đây kết hợp với IK = IM , ta suy ra I là tâm đường tròn ngoại tiếp của tam giác MKS. Từ đó với
các chú ý MI ∥ HT (do cùng vuông góc HS) và HP ∥ ST, ta có biến đổi góc như sau

ÎST = ÎSM = ÎMS = ĤTS = P̂HT = P̂ST .

Từ đó S, I, P thẳng hàng. Ta hoàn tất chứng minh.

Bài toán 64. (Crux M230 2024) Cho tam giác ABC cân tại A với ba đường cao AD,BE,CF cắt nhau tại
H. Đường tròn đường kính CE cắt BC và CF lần lượt tại M và N . Đường thẳng MN cắt AD tại P . Chứng
minh rằng DP = ME.

Lời giải �

Nếu tam giác ABC vuông cân tại A thì các điểm H,E, F,N, P đều trùng với điểm A. Do đó, hai đoạn
thẳng DP và ME trùng nhau. Vậy DP = ME.

� Nếu B̂AC < 90◦, ta có hình sau
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Ta có P̂DE = ĤCE = P̂ME. Do đó, tứ giác PEMD nội tiếp. Mà P̂DM = D̂ME = 90◦ nên tứ giác
PEMD là hình chữ nhật. Vây DP = ME.

� Nếu B̂AC > 90◦. Ta có D̂PM = P̂ME = N̂CE = D̂PE = D̂EM . Mà P̂DM = ÊMD = 90◦ nên tứ giác
PEMD là hình chữ nhật. Do đó, DP = ME.

Bài toán 65. (Hà Nội 2024) Cho hình vuông ABCD nội tiếp đường tròn (O), điểm M nằm giữa hai điểm B

và C. Hai đường thẳng AM và DC cắt nhau tại P . Hai đường thẳng DM và AB cắt nhau tại K.

1. Chứng minh tam giác BCK đồng dạng với tam giác CPB.

2. Hai đường thẳng BP và CK cắt nhau tại H. Tiếp tuyến tại B của đường tròn (O) cắt đường thẳng MH

tại R. Chứng minh tam giác BRK là tam giác vuông cân.

3. Các đường thẳng vuông góc với OH kẻ từ O và H, cắt đường thẳng AB lần lượt tại X và Y . Lấy điểm
Q thuộc tia đối của tia BC sao cho BQ = CM . Chứng minh hai đường thẳng QR,DK cắt nhau tại một
điểm thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác MXY .
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Lời giải

1. Do tứ giác ABCD là hình vuông nên AB = BC = CD = AD và AB ∥ CD. Ta lại có
BK

BC
=

BK

CD
=

MB

MC
=

AB

CP
=

BC

CP
nên △BCK ∼ △CPB (c-g-c).

2. Từ câu (1.) suy ra B̂CK = B̂PC nên CK ⊥ BP = {H}. Để ý rằng
HB

HC
=

CB

CP
=

MB

MC
nên HM là tia

phân giác của B̂HC. Từ đó M̂HC = 45◦ = R̂BK nên tứ giác BRHK nội tiếp. Suy ra R̂BK = R̂HC = 45◦

và R̂KB = R̂HB = 45◦ nên tam giác BRK vuông cân.

3. Tứ giác BHCO nội tiếp với OB = OC nên HO là tia phân giác của B̂HC, suy ra H,M,O thẳng hàng.
Gọi N là giao điểm của DK và RQ. Do tứ giác BMOX nội tiếp và BO là tia phân giác M̂BXnên
OM = OX. Tương tự, tứ giác BMHY nội tiếp có HB là tia phân giác M̂HY nên BM = BY . Chú ý
rằng △BOX = △COM (c-g-c) nên CM = BX = BQ. Do đó tứ giác MYQX nội tiếp. Qua K kẻ đường
thẳng vuông góc với KH, cắt MH tại L thì tam giác KHL vuông cân tại K nên KH = KL. Ta có
K̂RL = K̂BH = K̂CB nên △KRL ∼ △MCH (g-g), suy ra

KR

KL
=

MC

MH
⇒ BR

KH
=

BQ

MH
.

Do đó △BQR ∼ △HMK (c-g-c) nên ĤMK = B̂QR, suy ra

R̂NM = R̂MQ. Từ đó Q̂NM = B̂MO = 45◦ + B̂MX = B̂Y M + B̂Y Q = M̂Y Q.

Vậy nên tứ giác MQYN nội tiếp, do đó ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 66. (IMO 1985) Cho tam giác ABC, một đường tròn tâm O đi qua A, C và cắt lại các cạnh BA,BC

tại K,N . Giả sử các đường tròn (BKN) và (ABC) cắt nhau tại hai điểm B và M , chứng minh rằng BM vuông
góc với MO.

Lời giải
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Gọi T và R lần lượt là tâm của đường tròn (ABC) và (BKN). Ta có biến đổi góc như sau

ĈBR = 90◦ − 1

2
B̂NR = 90◦ − B̂KN = 90◦ − B̂CA.

Do đó, BR ⊥ AC. Tương tự, ta cũng có BT ⊥ NK. Suy ra tứ giác BROT là hình bình hành. Kẻ đường kính
BL của đường tròn (BNK), ta cũng suy ra được tứ giác RLOT là hình bình hành. Do đó, OL ⊥ BM(∥ RT ).
Mặt khác, ta cũng có LM ⊥ BM nên ba điểm O,L,M thẳng hàng. Từ đây, ta suy ra được OM ⊥ BM .

Bài toán 67. Cho tam giác ABC (AB < AC), có tâm ngoại tiếp O và tâm nội tiếp I. D là hình chiếu của I

lên BC, M là trung điểm BC. N , T lần lượt là trung điểm của cung BC không chứa A và chứa A.

1. Lấy K đối xứng với M qua AI. Chứng minh rằng NI2 = NB2 = NC2 = NM.NT và KD vuông góc với
OI.

2. Lấy P đối xứng D qua M , NP cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai là Q. OQ cắt đường thẳng qua P

vuông góc với BC tại X. Chứng minh rằng X thuộc đường trung bình của tam giác ABC ứng với BC.

Lời giải 1.
Gọi IO ∩DK = {Y }, G là hình chiếu của M lên AI. Ta có

N̂IB = B̂AI + ÂBI = ÎAC + ÎBC = N̂BC + ÎBC = N̂BI.

Do đó tam giác NBI cân tại N suy ra NB = NI, kết hợp với kết quả quen thuộc NB = NC, ta
được NB = NC = NI. Mặt khác, theo hệ thức lượng, ta được NC2 = NM.NT . Do đó ta được
NI2 = NB2 = NC2 = NM.NT ⇒ ĜIM = ÎTN . Mặt khác, ta có M̂GI = M̂DI = 90◦ nên tứ
giác MGDI nội tiếp. Suy ra M̂DG = M̂IG = N̂IT . Kết hợp với D̂MG = D̂IG = ÎNT , ta được
△DMG ∼ △INT (g-g). Do đó, ta có

MG

MD
=

NI

NT
⇒ 2MG

MD
=

2NI

2NO
⇒ MK

MD
=

NI

NO
.

Do đó, ta được △MDK ∼ △NOI (c-g-c), suy ra M̂DK = N̂OI. Vậy nên tứ giác OYDM là tứ giác nội
tiếp, từ đó ta suy ra ÔY D = 180◦ − ÔMD = 180◦ − 90◦ = 90◦. Vậy nên ta thu được điều phải chứng
minh.
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2. Gọi J là tâm đường tròn bàng tiếp góc A của tam giác ABC. Theo kết quả quen thuộc thì P là hình
chiếu của J lên BC (chứng minh bằng tam giác đồng dạng). Gọi JP cắt đường thẳng qua A song song
với BC tại A′ và cắt AT tại U . Ta có ÂJA′ = ÛAA′, ÂUA′ = ĴV P dẫn đến △JPV ∼ △AA′U (g-g).
Mặt khác, dễ thấy N là trung điểm IJ nên ta có thể suy ra như sau

NJ2 = NI2 = NM.NT = NV.NA ⇒ NJ

NV
=

NA

NJ
.

Mặt khác, theo định lý Thales, ta có

NA

NJ
=

TA

TU
⇒ NJ

NV
=

TA

TU
.

Kết hợp với △JPV ∼ △AA′U , ta được △A′TU ∼ △PNV ⇒ ÛA′T + N̂PJ = 90◦. Suy ra ba điểm
Q,A′, T thẳng hàng. Từ đó ta có QO chia đôi TN nên QO chia đôi PA′ dẫn đến điều phải chứng minh.

Bài toán 68. (Thi thử CSP V2 đợt 2 2024) Cho tam giác nhọn, không cân ABC nội tiếp đường tròn (O), có
AD là đường phân giác trong (D thuộc BC). E là một điểm di động trên cạnh AB (E khác A). Đường tròn
ngoại tiếp tam giác ADE cắt AC tại điểm thứ hai là F (F khác A), cắt đường thẳng BC tại điểm thứ hai là
K (K khác D). Chứng minh rằng

1. BE.KC = CF.KB.

2. BE + CF không đổi khi E thay đổi trên cạnh AB (khác A) của tam giác ABC.
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Lời giải

1. Ta có BK.BD = BE.BA và CK.CD = CF.FA, suy ra

BK.BD

CK.CD
=

BE.BA

CF.CA
.

Mặt khác, theo tính chất đường phân giác, ta có
BD

CD
=

BA

CA
, do đó

BK

CK
=

BE

CF
. Ta suy ra

BE.KC = CF.KB

2. Từ BK.CF = CK.BE, ta suy ra

BK

BE
=

CK

CF
=

BK + CK

BE + CF
=

BC

BE + CF
.

⇒ BE + CF = BC.
BE

BK
= BC.

BD

BA
(cố định).

Vậy ta có được điều phải chứng minh.

Bài toán 69. (PTNK 2024) Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn (O) có tam giác ABD là tam giác nhọn
và đường chéo AC đi qua tâm O của đường tròn (O). Gọi I là trung điểm BD, H là trực tâm của tam giác
ABD, E là giao điểm khác A của AI với đường tròn (O) và K là hình chiếu vuông góc của H lên AI.

1. Chứng minh rằng tứ giác CEHK là hình bình hành và IB2 = ID2 = IA.IK.

2. Lấy điểm F trên cung nhỏ BD của đường tròn (O) sao cho B̂AF = D̂AI. Chứng minh rằng các điểm K

và F đối xứng nhau qua đường thẳng BD.

3. Chứng minh các đường phân giác trong các góc BAD và BKD cắt nhau trên BD.

4. Trên đường thẳng qua H và song song với AC lấy điểm T sao cho TH = TK. Chứng minh các điểm
O,K,F, T cùng thuộc một đường tròn.
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Lời giải

1. Dễ thấy tứ giác BHDC là hình bình hành nên I là trung điểm của CH. Kết hợp với HK ∥ CE nên ta có
△IKH = △IEC (g-c-g). Do đó, CE = HK. Kết hợp với CE ∥ HK, ta có tứ giác CEHK là hình bình
hành. Suy ra IK = IE, ta được IK.IA = IE.IA = IB.ID = IB2 = ID2.

2. Ta có kết quả quen thuộc rằng tứ giác BHDC là hình bình hành. Mà I là trung điểm của đoạn BD nên
I là trung điểm của CH. Từ đây, kết hợp với KH ∥ CE (cùng vuông góc với AI), ta chứng minh được
△IKH = △IEC (g-c-g). Suy ra I là trung điểm của EK. Kết hợp với I là trung điểm của BD, ta được
tứ giác BKDE là hình bình hành nên ta có

BK = DE,DK = BE (∗).

Mặt khác, ta có B̂AF = D̂AE nên DE = BF . Ngoài ra, cũng vì B̂AF = D̂AE nên ta có được CF = BE.
Kết hợp với (∗), ta có được DK = DF,BK = BF , do đó K và F đối xứng nhau qua BC.

3. Gọi R là chân đường phân giác kẻ từ đỉnh A của tam giác ABD. Khi đó, ta có

AB

AD
=

RB

RD
(1).

Mặt khác, ta có tứ giác BKDE là hình bình hành nên ta có biến đổi tỉ số như sau

KB

KD
=

ED

EB
(2).

Mặt khác, tứ giác ABED nội tiếp nên ta có

ED

AB
=

ID

IA
=

IB

IA
=

EB

AD
⇒ ED

EB
=

AB

AD
(3).
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Từ (1) , (2) , (3), ta suy ra
KB

KD
=

RB

RD
. Từ đây, ta có thể suy ra KR là tia phân giác của B̂KD. Do đó

ta thu được điều phải chứng minh.

4. Gọi Q là giao điểm của AE và HT . Từ ĤKQ = 90◦ và TH = TK, ta dễ dàng chứng minh được T là
trung điểm của HQ.
Chú ý rằng I là trung điểm của HC và AC ∥ HQ, ta dễ thấy tứ giác ACQH là hình bình hành. Mà
T,O, I tương ứng là trung điểm của các đoạn thẳng HQ,AC,BC nên ba điểm T,O, I thẳng hàng và I

là trung điểm của OT . Từ đây, dễ thấy OBTD là hình bình hành. Mà OB = OD nên tứ giác OBTD là
hình thoi, suy ra OT ⊥ BD. Do đó, ta có thể suy ra TE = TF .
Mặt khác, tứ giác OETK có hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường nên là hình bình
hành, suy ra OK = TE. Kết hợp với TE = TF , ta được OK = TF . Điều này dẫn đến △OKF = △TFK

(c-c-c), suy ra K̂OF = F̂ TK. Do đó, tứ giác OKFT nội tiếp. Ta hoàn tất phần chứng minh của bài toán.

Bài toán 70. Cho tam giác ABC. Gọi độ dài các cạnh BC,AC,AB lần lượt là a, b, c. Đường tròn (I) nội tiếp
tam giác ABC, tiếp xúc các cạnh BC,CA,AB lần lượt tại D,E, F . Gọi Ja là tâm đường tròn bàng tiếp góc A

của tam giác ABC, (Ja) tiếp xúc với BC,CA,AB lần lượt tại D′, X, Y .

1. Tính BD′ và AX theo a, b, c.

2. Các điểm E′, F ′ lần lượt là tiếp điểm của (Jb) và (Jc) với AC và AB tương ứng. Chứng minh rằng ba
đường thẳng AD′, BE′, CF ′ đồng quy tại một điểm gọi là N . (Điểm Nagel)

3. Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC. Chứng minh rằng ba điểm I,G,N thẳng hàng.

Lời giải

1. Dễ thấy các cặp tam giác đồng dạng là △JaD
′C ∼ △CDI (g-g) và △JaD

′B ∼ △BDI (g-g) nên ta có

CD′

D′B
=

BD

DC
.

Suy ra CD′ = BD và BD′ = CD =
a+ b− c

2
. Ngoài ra, AX = AC + CX = b + BD =

a+ c− b

2
+ b =

a+ b+ c

2
.
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2. Tương tự câu (1.), ta cũng chứng minh được
BF ′

F ′A
=

AF

BF
và

AE′

E′C
=

CE

AE
. Do đó

CD′

D′B
.
BF ′

F ′A
.
AE′

E′C
=

BD

DC
.
AF

BF
.
CE

AE
= 1

Do đó, theo định lý Ceva, ta được ba đường thẳng AD′, BE′, CF ′ đồng quy tại một điểm N .

3. Gọi ID ∩AD′ = {K}. Theo định lý Thales, ta có
IK

JaD′ =
AI

AJa
=

IE

JaX
. Mà JaD

′ = JaX nên IE = IK,

hay K ∈ (I). Mặt khác, áp dụng định lý Menelaus với tam giác AD′B và cát tuyến CNF ′, ta được

CD′

CB
.
BF ′

F ′A
.
AN

ND′ = 1 ⇒ AF

BC
=

ND′

AN
⇒ ND′

AD′ =
AF

AF +BC
=

AF

p
với p =

a+ b+ c

2
(1).

Mặt khác, theo định lý Thales, ta có

AK

AD′ =
AI

AJa
=

AE

AX
=

AE

p
(2).

Từ (1) và (2) suy ra AK = ND′. Gọi M là trung điểm của đoạn BC. Suy ra M cũng là trung điểm của

đoạn DD′. Do đó, theo tính chất đường trung bình, ta có IM ∥ AD′ và IM =
KD′

2
=

AN

2
. Đến đây, chỉ

cần áp dụng định lý Thales đảo, ta dễ dàng suy ra ba điểm I,G,N thẳng hàng.

Bài toán 71. (DH & ĐBBB 2022) Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O) với AB < AC và đường phân
giác trong của B̂AC cắt BC, (O) lần lượt tại D,E (E ̸= A). Gọi M là trung điểm của AD. BM cắt (O) tại
điểm thứ hai là P khác B. EP cắt AC tại điểm N .

1. Chứng minh rằng N là trung điểm của AC.

2. Giả sử đường tròn ngoại tiếp tam giác EMN cắt BM tại R khác M . Chứng minh rằng RA ⊥ RC.

Lời giải

1. Ta có M̂AN = B̂PE = M̂PN nên tứ giác AMNP nội tiếp. Suy ra ÂNM = ÂPM = ÂCB. Mà hai góc
này ở vị trí đồng vị nên MN ∥ BC. Vậy nên N là trung điểm của AC.
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2. Gọi (EMN) cắt AC tại điểm thứ hai là Q khác N . Ta có

AN.AQ = AM.AE ⇒ AC.AQ = AD.AE (1).

Mặt khác, có △ADB ∼ △ACE (g-g) nên
AB

AE
=

AD

AC
. Suy ra AD.AE = AB.AC (2). Từ (1) và (2) suy

ra AB.AC = AC.AQ. Vậy nên AB = AQ. Do đó, B đối xứng với Q qua AD. Vậy nên EB = EQ = EC.
Mà M̂RQ = ÂNM = ÂCB nên tứ giác BCQR nội tiếp. Suy ra E là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác
BCQR hay EC = ER. Hơn nữa, R̂EN = P̂MN = P̂AC = P̂EC nên suy ra được R đối xứng với C qua

EN . Do đó, NR = NC =
1

2
AC. Suy ra tam giác ARC vuông tại R. Ta kết thúc bài toán.

Bài toán 72. (Hà Nội 2023) Cho tam giác ABC nhọn (AB < AC) nội tiếp đường tròn (O). Ba đường cao
AD,BE,CF của tam giác ABC cùng đi qua điểm H. Đường thẳng EF cắt đường thẳng AD tại điểm Q. Gọi
M và I lần lượt là trung điểm các đoạn thẳng BC và AH. Đường thẳng IM cắt đường thẳng EF tại điểm K.

1. Chứng minh tam giác AEK đồng dạng với tam giác ABM .

2. Đường thẳng EF cắt BC tại điểm S, đường thẳng SI cắt đường thẳng MQ tại điểm T . Chứng minh bốn
điểm A, T,H và M cùng thuộc một đường tròn.

3. Tia TH cắt đường tròn (O) tại điểm P . Chứng minh ba điểm A,K,P thẳng hàng.

Lời giải

1. Xét tam giác BFC và BEC lần lượt vuông tại F và E với các trung tuyến tương ứng là FM và EM ,

khi đó ta được MF = ME =
BC

2
. Tương tự, ta cũng được IF = IE =

AH

2
. Từ đây, ta thấy được IM

là đường trung trực của EF , vậy nên K là trung điểm của EF . Mặt khác, ta có △AEF ∼ △ABC (g-g),
K và M tương ứng là trung điểm của EF và BC nên ta dễ dàng suy ra △AEK ∼ △ABM (c-g-c).

2. Trong tam giác ISM có ID ⊥ SM và SK ⊥ IM nên ta có thể suy ra Q là trực tâm của tam giác ISM .
Do đó MT ⊥ IS, từ đó dẫn đến ÎTM = 90◦. Kết hợp với ÎFM = ÎEM = 90◦, ta được năm điểm
I, T, F,E,M cùng thuộc đường tròn đường kính IM . Do đó, theo phương tích, ta có thể biến đổi như sau

QT.QM = QF.QE = QA.QH.

Điều này dẫn đến tứ giác ATHM nội tiếp, ta thu được điều phải chứng minh.
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3. Trên tia TH lấy điểm P ′ sao cho HT.HP ′ = HA.HD. Khi đó, ta cũng được HT.HP ′ = HB.HE =

HC.HF , và do đó các tứ giác TBP ′E và TCP ′F là các tứ giác nội tiếp. Khi đó, ta có B̂P ′T = B̂ET =

ĤET và ĈP ′T = ĈFT = ĤFT . Từ đó, chú ý rằng tứ giác TIEF nội tiếp nên ÊTF = ÊIF = 2B̂AC,
ta thu được

B̂P ′C = B̂P ′T + ĈP ′T = ĤET + ĤFT = 360◦ − ÊHF − ÊTF = 360◦ − 180◦ − B̂AC − 2B̂AC =

180◦ − B̂AC.

Do đó P ′ ∈ (O) và kéo theo P ≡ P ′. Như vậy HA.HD = HP.HT nên tứ giác ATDP nội tiếp và D̂AP =

D̂TH. Mặt khác, ta có kết quả quen thuộc B̂AO = ĈAH và AO ⊥ EF , kết hợp với △AEK ∼ △ABM ,
ta thu được ÔAM = B̂AO − B̂AM = ĈAH − ÊAK = D̂AK và IM ∥ AO. Lại chú ý rằng các tứ giác
ATHM và ITDM là các tứ giác nội tiếp, ta được

D̂TH = ÂHT − ÎDT = ÂMT − ÎMT = ÂMI = ÔAM = D̂AK.

Do đó, D̂AP = D̂AK, từ đó suy ra A,P,K thẳng hàng.

Bài toán 73. (VMO 2004) Cho tam giác ABC nội tiếp (O;R) có trực tâm là H. D là điểm trên cung nhỏ
BC, lấy E sao cho CE song song và bằng AD, gọi K là trực tâm tam giác ACE. Gọi P , Q là hình chiếu vuông
góc của K trên BC, AB. Chứng minh: PQ đi qua trung điểm của HK.

Lời giải

Do K là trực tâm của tam giác AEC và tứ giác AECD là hình bình hành nên ÂKC = 180◦ − ÂEC =

180◦ − ÂDC. Do đó, tứ giác AKCD nội tiếp, hay K ∈ (O). Gọi giao điểm của EK và AC là I, ta có ba điểm
P, I,Q thẳng hàng theo đường thẳng Simson ứng với điểm K. Mặt khác, gọi giao điểm của AH với (O), PQ

lần lượt là M,N . Chú ý rằng các tứ giác KQBP và ABMK nội tiếp nên K̂PQ = K̂BQ = K̂MN . Do đó, tứ
giác KPMN nội tiếp. Mà KP ∥ MN nên tứ giác KPMN là hình thang cân. Ta có kết quả quen thuộc là M

đối xứng với H qua BC nên P̂HM = P̂MH = K̂NM . Do đó, PH ∥ NK. Kết hợp với KP ∥ HN , ta được tứ
giác KNHP là hình bình hành nên PQ sẽ đi qua trung điểm của AH.
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Bài toán 74. (THCS Archimedes Academy 2024) Cho tam giác ABC nhọn (AB < AC) có các đỉnh thuộc
đường tròn (O), đường cao AD. Gọi các điểm E và F lần lượt là chân đường vuông góc kẻ từ điểm D xuống
các đường thẳng AB và AC. Đường thẳng EF cắt đường tròn (O) tại các điểm P và Q (điểm E nằm giữa hai
điểm Q và F ). Các đường thẳng AD và EF cắt nhau tại điểm G. Gọi điểm I là trung điểm của đoạn thẳng
AD. Đường thẳng AO cắt BC tại điểm K.

1. Chứng minh rằng AP = AQ = AD.

2. Chứng minh rằng đường thẳng OI song song với đường thẳng KG.

3. Gọi điểm H là trực tâm của tam giác ABC và điểm M là trung điểm của đoạn thẳng BC. Điểm S là
giao điểm ba đường trung trực của tam giác HBC. Lấy điểm T trên đường thẳng DS sao cho tia KD là
tia phân giác của góc GKT . Chứng minh rằng các đường thẳng AD và MT cắt nhau tại một điểm thuộc
đường tròn (O).

Lời giải

1. Ta có AF.AC = AD2 = AE.AB nên tứ giác BEFC nội tiếp. Do đó, ta có thể suy ra như sau ÔAC =

90◦− 1

2
ÂOC = 90◦− ÂBC = 90◦− ÂFE. Vậy nên AO ⊥ EF , hay AO ⊥ PQ. Suy ra AP = AQ. Từ đây,

ta dễ dàng chứng minh được AP 2 = AF.AC và AQ2 = AE.AB. Kết hợp với AD2 = AE.AB = AF.AC,
ta được AP = AD = AQ.

2. Kẻ đường kính AX của đường tròn (O), gọi giao điểm của AX và EF là J . Ta có các tứ giác JGDK

và JFCX nội tiếp. Do đó, AJ.AX = AE.AC = AD2. Suy ra △AJD ∼ △ADX (c-g-c). Ta được
ÂDJ = ÂXD. Mà ĴKG = ĴDG (tứ giác JGDK nội tiếp) nên ĴKG = ÂXD. Mà hai góc này ở vị trí
đồng vị nên GK ∥ DX. Mặt khác, theo tính chất đường trung bình, ta cũng có OI ∥ KD nên ta suy ra
được OI ∥ KG.

3. Trước hết, ta chứng minh ba đường thẳng OD,HM,GK đồng quy. Thật vậy, gọi GK ∩ OD = {U} và

MH ∩ OD = {U ′}. Ta sẽ chứng minh U ≡ U ′. Vì GK ∥ DX nên
OU

OD
=

OK

OX
=

OK

OA
. Mặt khác, ta

có OM ∥ HD nên
OU ′

U ′D
=

OM

HD
. Suy ra

OU ′

OD
=

OM

OM +HD
. Gọi V là trung điểm của AH, ta có kết

quả quen thuộc là AV = V H = OM . Do đó,
OU ′

OD
=

OM

OM +HD
=

AV

V D
. Dễ thấy tứ giác BHCX là

hình bình hành nên M là trung điểm của HX. Theo tính chất đường trung bình, ta có
AV

V D
=

MK

MD
.
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Mà
MK

MD
=

OK

OA
=

OU

OD
nên

OU

OD
=

OU ′

OD
. Do đó, U ≡ U ′, ba đường thẳng OD,HM,GK đồng quy. Gọi

KT ∩AD = {N}, AD∩ (O) = {M}. Do DO,HM,GK tương ứng đối xứng với DS,RM,NK qua BC nên
ba đường thẳng NK,DS,MR đồng quy. Nói cách khác, ba điểm M,T,R thẳng hàng. Ta có được điều
phải chứng minh.

Bài toán 75. (THCS Cầu Giấy 2024) Cho tam giác ABC cân tại A (B̂AC < 90◦) nội tiếp đường tròn (O).
Trên đường thẳng qua A song song với BC lấy điểm D sao cho DB > DC, điểm E thay đổi trên cung nhỏ BC

của đường tròn (O). Đường thẳng DE cắt BC tại G, đường tròn ngoại tiếp tam giác GEB cắt AB tại điểm
thứ hai là K, đường tròn ngoại tiếp tam giác GEC cắt AC tại điểm thứ hai là J .

1. Chứng minh năm điểm D,K,A,E, J cùng thuộc một đường tròn.

2. Lấy điểm F trên tia BC sao cho ÂDE = D̂FE. Chứng minh tam giác DKF cân.

3. Gọi FD cắt AB,AC lần lượt tại P,Q. Chứng minh B̂AC = 2P̂EQ.

Lời giải

1. Ta có K̂GE = 180◦− K̂BE = ÂCE = 180◦− ÊCJ = 180◦− ÊGJ. Vậy nên ba điểm K,G, J thẳng hàng.
Ta có ÊKJ = ÊKG = ÊBC = ÊAJ nên tứ giác EKAJ nội tiếp. Mặt khác ta cũng có ÂDE = ÂDG =

D̂GC = ÂJE nên ta cũng có tứ giác ADEJ nội tiếp, kết hợp với phần chứng minh trên, ta có được năm
điểm D,K,A,E, J cùng thuộc một đường tròn.

2. Ta có D̂KJ = D̂AJ = ÂCB = ÂBC = K̂EG, vậy nên △DKG ∼ △DKE (g-g) dẫn đến DK2 =

DG.DE (∗). Mặt khác ∠DFE = ÂDE = D̂GF nên△DFG ∼ △DEF (g-g) dẫn đếnDF 2 = DG.DE (∗∗).
Từ (∗) và (∗∗) ta được DK = DF nên tam giác DKF là tam giác cân.

3. Ta có D̂JK = D̂EK = D̂KG = D̂KJ nên tam giác DKJ cân tại D, từ đây, ta có DF = DJ = DK.
Mặt khác, ta có P̂FE = D̂GF = ÊJC = P̂ JE nên tứ giác PFJE nội tiếp. Mặt khác, ta cũng có
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Q̂FE = P̂FE = P̂ JE = ÂJE = 180◦ − ÂKE = 180◦ − Q̂KE nên tứ giác QFEK nội tiếp. Vậy nên, ta
có biến đổi góc như sau

P̂EQ = P̂EF − Q̂EF = F̂ JP − Q̂KF = F̂ JD + D̂JP − Q̂KF =
1

2
Q̂DJ + ĈGJ − Q̂KD − D̂KF =

1

2
Q̂DJ + ĈGJ − 1

2
Q̂DK − Q̂KD =

1

2
K̂DJ + ĈGJ − ÂKD =

1

2
B̂AC + ĈGJ − ĈGJ =

1

2
B̂AC.

Bài toán 76. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn O và ngoại tiếp đường tròn I. Gọi tiếp điểm của đường
tròn (I) với BC,CA,AB lần lượt là D,E, F . G là giao điểm của AI và BC.

1. Gọi L là giao điểm thứ hai của AG và đường tròn (I) (AL < AI). Chứng minh L là tâm đường tròn nội
tiếp tam giác AFE.

2. Gọi (J) là đường tròn ngoại tiếp tam giác ADG, S là giao điểm thứ hai của (J) và (O). Kẻ đường kính
AZ của đường tròn (O). Chứng minh rằng ba điểm S, I, Z thẳng hàng.

Lời giải

1. Ta có biến đổi góc như sau

L̂FE = L̂DE = L̂DF = ÂFL.

Do đó, FL là tia phân giác của ÂFE. Kết hợp với AL là tia phân giác của F̂AE, ta có được điều phải
chứng minh.

2. Gọi giao điểm thứ hai của (AFE) và (O) là S′, ta sẽ chứng minh S ≡ S′. Thật vậy, ta có△S′FB ∼ △S′EC

(g-g), ta được
SB

BF
=

SC

CE
. Mà BF = BD,CE = CD nên

SB

BD
=

SC

CD
. Do đó, SD là tia phân giác B̂SC.

Gọi P,Q lần lượt là điểm chính giữa cung nhỏ và cung lớn BC, ta được ba điểm S,D, P thẳng hàng. Dễ
chứng minh PS′.PD = PI2 = PG.PA nên tứ giác AS′DG nội tiếp. Do đó S′ ≡ S. Vậy nên ÂSI = 90◦.
Mà ÂSZ = 90◦ nên ba điểm S, I, Z thẳng hàng.

Bài toán 77. (Nghệ An 2024) Cho tam giác nhọn ABC có AB < BC < CA, nội tiếp đường tròn (O). Các
đường cao AD,BE và CF cắt nhau tại H. Tia AD cắt đường tròn (O) tại điểm G, tia GE cắt đường tròn (O)

tại điểm I (G khác A và I khác G). Gọi J là giao điểm của của BI và EF , K là giao điểm của OA và EF .
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1. Chứng minh HF.CE.BC = HC.BF.EF .

2. Chứng minh JE = JF và HJ song song với DK.

3. Gọi P là điểm đối xứng với O qua đường thẳng CF , Q là điểm đối xứng với O qua đường thẳng BE và
N là trung điểm đoạn thẳng PQ. Chứng minh NJ vuông góc với EF .

Lời giải

1. Dễ thấy tứ giác BFEC nội tiếp nên ta có các cặp tam giác đồng dạng là △HEF ∼ △HCB (g-g) và
△HCE ∼ △HFB (g-g). Do đó

HF

EF
.
CE

BF
=

HB

BC
.
HC

HB
=

HC

BC
.

Vậy HF.CE.BC = HC.BF.EF .

2. Ta có kết quả quen thuộc rằng G đối xứng với H qua D. Ta có B̂EF = B̂CF = D̂EH và B̂FE =

180◦− B̂CE = D̂HE. Trong đường tròn (O), ta thấy ÂBI = ÂGI nên ta thu được các cặp tam giác đồng
dạng là △FBE ∼ △HDE (g-g) và △FBJ ∼ △HGE (g-g). Suy ra

FJ

FB
=

HE

HG
=

HE

2HD
=

FE

2FB
.

Do đó FE = 2FJ , nên J là trung điểm của EF hay JE = JF .
Gọi L là trực tâm của tam giác AEF . Từ tính chất quen thuộc AO ⊥ EF tại K, ta được ba điểm A,L,K

thẳng hàng. Ngoài ra, ta có tứ giác HELF là hình bình hành là một kết quả quen thuộc. Do đó J là
trung điểm của HL. Vì △AEF ∼ △ABC (g-g) nên

AL

AK
=

AH

AD
⇒ HL ∥ DK hay HJ ∥ DK.

3. Gọi OP cắt CF tại S, OQ cắt BE tại T . Ta suy ra OP ⊥ CF và OQ ⊥ BE, S và T lần lượt là trung điểm
của OP và OQ. Ta có NS ∥ OQ và NT ∥ OP (tính chất đường trung bình). Suy ra tứ giác OSNT là hình
bình hành. Gọi U, V lần lượt là trung điểm của AC,AB. Suy ra OU ⊥ AC và OV ⊥ AB. Ta có các tứ
giác OUET và OV FS là các hình chữ nhật. Từ đó, suy ra NS ∥ OT ∥ EU và NS = OT = EU . Do đó tứ
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giác NSUE là hình bình hành. Suy ra NE = SU . Tương tự, ta cũng chứng minh được NF = TV . Ta có
ÔTB = ÔV B = ÔSC = ÔUC = 90◦. Suy ra bốn điểm O,B, T, V cùng thuộc đường tròn đường kính OB

và bốn điểm O,C, S, U cùng thuộc đường tròn đường kính OC. Kết hợp với OB = OC và T̂BV = ŜCU ,
ta thấy TV = SU . Từ các kết quả trên, ta thu được NE = NF . Suy ra tam giác NEF cân tại N . Kết
hợp với J là trung điểm của EF , ta được NJ ⊥ EF .

Bài toán 78. Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp đường tròn (O). Đường tròn (I) nội tiếp tam giác ABC tiếp
xúc với BC tại D, M là trung điểm của đường cao AH (H ∈ BC). Gọi giao điểm thứ hai của MD và (I) là P .
Đường thẳng qua I vuông góc với MD cắt BC tại N , vẽ tiếp tuyến NR và NS với đường tròn (O).

1. Gọi J là tâm đường tròn bàng tiếp góc A. Chứng minh ba điểm M,D, J thẳng hàng.

2. Chứng minh rằng bốn điểm R,P,D, S cùng thuộc một đường tròn.

Lời giải

1. Gọi L là tiếp điểm của (J) với BC, kẻ đường kính DT của đường tròn (I). Ta có kết quả quen thuộc rằng
ba điểm A, T, L thẳng hàng (bạn đọc có thể xem lại bài toán 70). Do đó, ba điểm L, I,M thẳng hàng
theo bổ đề hình thang. Gọi MD ∩AI = {J ′}, ta chứng minh J ≡ J ′. Thật vậy, ta có

ID

LJ ′ =
MI

IL
=

AT

TL
=

IT

LJ
.

Mà IT = ID nên LJ ′ = LJ . Do đó, J ′ ≡ J , ta có điều phải chứng minh.

2. Vì IN là trung trực của đoạn DP nên NP = ND. Ta chứng minh NR = NP = ND = NS. Thật vậy,
gọi PJ ∩ IN = {Q}. Ta có năm điểm B,Q, I, C, J cùng thuộc đường tròn đường kính IJ . Do đó, theo
phương tích, ta có

NQ.NI = NB.NC = NR2 = NS2.

Mà NQ.NI = ND2 theo hệ thức lượng trong tam giác vuông nên NS = ND = NP = NR. Do đó, bốn
điểm R,P,Q, S cùng thuộc một đường tròn.
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Bài toán 79. (Hải Phòng TST 2020) Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), D là điểm chính giữa cung
BC không chứa A. E là điểm đối xứng với B qua AD. BE cắt (O) tại F khác B. Điểm P di chuyển trên cạnh
AC. BP cắt (O) tại Q khác B. Đường thẳng qua C song song với AQ cắt FD tại điểm G.

1. Gọi H là giao điểm của EG và BC. Chứng minh rằng B, P , E, H cùng thuộc một đường tròn, gọi đường
tròn này là (K).

2. (K) cắt (O) tại L khác B. Chứng minh rằng LP luôn đi qua một điểm S cố định khi P di chuyển.

3. Gọi T là trung điểm PE. Chứng minh rằng đường thẳng qua T song song với LS đi qua trung điểm của
AF .

Lời giải

1. Ta có: AB = AE suy ra FC = FE nên FD là trung trực của CE. Vì thế GC = GE nên ĜEC = ĜCE =

ĈAQ = ĈBQ. Từ đó suy ra, tứ giác BPEH nội tiếp.

2. Gọi LP cắt (O) tại S. Ta có

B̂LS = B̂LP = B̂EP =
180◦ − B̂AC

2
=

B̂LC

2
.

Suy ra LS là tia phân giác B̂LC. Vì vậy S là điểm chính giữa cung BAC.

3. Ta có AS vuông góc với AD nên AS song song với EF . Do đó

ŜAC = ĈEF = ÊCF = 180◦ − ÂSF .

Hay SF song song với AE. Từ đó ta có ASFE là hình bình hành. Nên M là trung điểm ES đồng nghĩa
với MT song song với SP . Bài toán được chứng minh.

Bài toán 80. Cho tam giác ABC có trực tâm H. Gọi I là trung điểm BC. Đường thẳng qua A vuông góc AI

cắt BH,CH tại M,N .

1. Chứng minh IM = IN .
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2. Đường tròn ngoại tiếp tam giác HMN lần lượt cắt đường tròn đường kính AH, (HBC) tại P,Q. Chứng
minh IP = IQ.

Lời giải

1. Gọi G là trung điểm của AH. Kẻ GH ⊥ AI = {X}, đường thẳng này cắt HM và HN lần lượt tại K và
L. Ba đường cao của tam giác ABC là AD,BE,CF . Ta có tứ giác AXEK nội tiếp nên ÎXE = ÂKE.
Mặt khác, X ∈ đường tròn Euler của tam giác ABC nên ÎDE = ÎXE. Kết hợp với ÎDE = B̂AE

nên B̂AE = ÂKE. Suy ra AK ⊥ AB. Mà HL ⊥ AB nên AK ∥ HL. Do đó, dễ chứng minh được
△AGK = △LGH nên G là trung điểm của LH. Theo bổ đề hình thang, ta thu được A là trung điểm của
MN nên IM = IN .

2. Do tứ giác AFPE nội tiếp nên ĈEP = ÂFP . Suy ra M̂EP = N̂FP . Kết hợp với ÊMP = F̂NP , ta

được △FNP ∼ △EMP (g-g). Do đó,
PN

PM
=

FN

EM
(1).Tương tự, ta cũng có

QM

QN
=

MB

NC
(2).

Kẻ BU ⊥ MN,CV ⊥ MN , ta được A là trung điểm của UV . Vì các tứ giác AFCU và AEBU nội
tiếp nên NA.NV = NF.NC và MA.MU = ME.MB. Mà NA = MA và NV = MU nên NF.NC =

ME.MB ⇒ FN

EM
=

BM

NC
(3).

Từ (1),(2) và (3) suy ra
PN

PM
=

QM

QN
⇒ PN = QM và PM = QN . Do đó, AP = AQ. Suy ra AI là trung

trực của đoạn PQ nên IP = IQ.

Bài toán 81. Cho tam giác ABC và các điểm B′, C ′ thuộc BC (khác B,C). Các điểm E,F theo thứ tự thuộc
AC,AB sao cho BE ∥ B′A,CF ∥ C ′A. X là giao điểm thứ hai của đường tròn ngoại tiếp các tam giác ABC

và AB′C ′. Chứng minh rằng AX ∥ EF .

Lời giải

GọiK,L theo thứ tự là giao điểm thứ hai củaAE,AF và (AB′C ′). VìA,B′, C ′, L,K đồng viên vàBF ∥B′A;CE ∥ C ′A

nên

BL

CK
=

BL.BA

CK.CA
.
CA

BA
=

BB′.BC ′

CC ′.CB′ .
CA

BA
=

EA

CA
.
BA

FA
.
CA

BA
=

AE

AF
.

Mặt khác, dễ thấy △XLB ∼ △XKC (g-g). Do đó,
BL

CK
=

XL

XK
. Vậy nên

AE

AF
=

XL

XK
. Kết hợp với ÊAF =

L̂AK = L̂XK, ta được △AEF ∼ △XLK (c-g-c). Vì vậy, X̂AL = X̂KL = ÂFE. Mà hai góc này ở vị trí đồng
vị nên AX ∥ EF .
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Bài toán 82. (Thi thử CSP V2 đợt 1 2024) Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn (O), có AB < AC.
Trên đường tròn (O) lấy điểm M khác A sao cho AM song song với BC. Vẽ đường tròn (K) tiếp xúc với AO
tại A, và đi qua điểm M . Đường tròn (K) cắt các đường thẳng AB,AC tại các điểm thứ hai F,E (F,E khác
A). Các đường thẳng OM và BC cắt nhau tại điểm D.

1. Chứng minh các điểm D,E, F thẳng hàng.

2. Gọi H là trực tâm của tam giác ABC. Các đường thẳng AO và DE cắt nhau tại điểm L. Chứng minh tứ
giác AHDL là hình bình hành.

Lời giải 1.
Ta có O,K cách đều A,M nên OK là trung trực của AM . Do đó, theo tính đối xứng, ta được OM

là tiếp tuyến của (K). Từ đó, ta có ÊMD = M̂AE = ÊCD. Vậy tứ giác EMCD nội tiếp. Suy ra
M̂ED + M̂CB = 180◦. Mặt khác, theo tính chất của tứ giác nội tiếp F̂EM = F̂AM = M̂CB. Vậy
M̂ED + F̂EM = 180◦, do đó ba điểm F,E,D thẳng hàng.

2. Kéo dài MD cắt (O) tại điểm thứ hai G. Do AG là đường kính của đường tròn (O) nên AM ⊥ AG. Kết
hợp với AM ∥ BC, ta được AG ⊥ BC. Vậy A,H,G thẳng hàng. Từ đó G,H đối xứng nhau qua BC. Suy
ra

ĜHD = ĤGD = ÔAG.

Vậy AL ∥ DH (1). Mặt khác, ta có

ÂFE = ÔAC = 90◦ − 1

2
ÂOC = 90◦ − ÂBC.

91 Hướng tới kì thi tuyển sinh vào 10 2024 - 2025



Các chuyên đề và bài tập hình học 9 nâng cao

Do đó FE ⊥ BC hay FD ⊥ BC. Kết hợp với AH ⊥ BC, ta được AH ∥ DL (2).
Từ (1) và (2) suy ra tứ giác AHDL là hình bình hành.

Bài toán 83. (Hà Nội 2018) Cho tứ giác ABCD (không có hai cạnh nào song song) nội tiếp đường tròn (O).
Các tia BA và CD cắt nhau tại điểm F . Gọi E là giao điểm của hai đường chéo AC và BD. Vẽ hình bình hành
AEDK.

1. Chứng minh rằng tam giác FKD đồng dạng với tam giác FEB.

2. Gọi M,N tương ứng là trung điểm của các cạnh AD,BC. Chứng minh rằng đường thẳng MN đi qua
trung điểm của đoạn thẳng EF .

3. Chứng minh rằng đường thẳng EF tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp tam giác EMN .

Lời giải
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1. Do tứ giác AEDK là hình bình hành nên DK ∥ AC, suy ra

F̂DK = D̂CA = D̂BA.

Ta có △FDA ∼ △FBC (g-g) và △EDA ∼ △ECB (g-g) nên

DF

BF
=

AD

BC
=

EA

EB
=

DK

EB
.

Hay

DF

DK
=

BF

BE
.

Từ đó, ta có các tam giác FKD và FEB đồng dạng (c-g-c) (1).

2. Gọi I là trung điểm của đoạn EF . Do tứ giác DKAE là hình bình hành nên M là trung điểm của KE,
từ đó suy ra MI ∥ FK. Bây giờ, dựng hình bình hành BECL, ta có

F̂CL = 180◦ − B̂DC = 180◦ − B̂AC = F̂AC.

Lại có△FDA ∼ △FBC (g-g) và △EDA ∼ △ECB (g-g) nên

FC

FA
=

BC

AD
=

EB

EA
=

CL

AE
.

Từ đó suy ra tam giác FCL và FAE đồng dạng (c-g-c) (2).
Từ (1) và (2), ta có K̂FD = ÊFA = L̂FC nên ba điểm F,K,L thẳng hàng. Lại có N là trung điểm EL

nên IL ∥ FL. Từ đó suy ra ba điểm I,M,N thẳng hàng.

3. Gọi T là điểm đối xứng với M qua I. Ta có tứ giác METF là hình bình hành nên F̂ TE = F̂ME. Lại
có △FAD ∼ △FCB và M,N lần lượt là trung điểm của AD,BC nên △FAM ∼ △FCN (c-g-c). Từ đó
suy ra F̂MA = F̂NC.
Chứng minh tương tự, ta có △EDA ∼ △ECB nên △EMA ∼ △ENB, suy ra ÊMA = ÊNB = ĈNL.
Từ đó, ta có F̂ME = F̂NL = 180◦ − F̂NE, suy ra F̂ TE = 180◦ − F̂NE. Do đó tứ giác ETFN nội tiếp,
suy ra ÊNM = ÊFT = M̂EF . Vậy EF là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác EMN .

Bài toán 84. Cho tam giác nhọn ABC không cân nội tiếp đường tròn (O), đường cao AH và tâm đường tròn
nội tiếp là I. Đường thẳng AI cắt lại đường tròn (O) tại điểm thứ hai M . Gọi A′ là điểm đối xứng với A qua
O. Đường thẳng MA′ cắt các đường thẳng AH, BC theo thứ tự tại N và K.

1. Chứng minh rằng tứ giác NHIK nội tiếp.

2. Đường thẳng A′I cắt lại đường tròn (O) tại điểm thứ hai D, hai đường thẳng AD và BC cắt nhau tại
điểm S. Chứng minh rằng nếu AB +AC = 2BC thì I là trọng tâm của tam giác AKS.

Lời giải
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1. Gọi AM ∩ BC = {L}. Ta có AI là tia phân giác của ĤAO là một kết quả quen thuộc. Vì vậy, tam giác
AA′N cân tại A′ nên MN = MA′. Ta có tứ giác AHMK nội tiếp nên Â′AL = ĤAM = L̂KA′. Do đó,
tứ giác ALA′K nội tiếp. Suy ra

MN.MK = MA′.MK = ML.MA

Mặt khác, ta cũng có ML.MA = MC2 = MI2 (kết quả cơ bản) nên MN.MK = MI2. Suy ra tam giác
NIK vuông tại I. Từ đây, ta được tứ giác NHIK nội tiếp.

2. Vì tứ giác NHIK nội tiếp nên ta có

ÎHK = ÎNA′ = ÎA′M = ÎAS.

Do đó, tứ giác AIHS nội tiếp. Vậy nên ÂIS = ÂHS = 90◦.
Gọi T là trung điểm của AS, ta có

T̂ IA = T̂AI = ÎHK = ÎNK = M̂IK.

Do đó, ba điểm T, I,K thẳng hàng. Ta sẽ chứng minh L là trung điểm của SK. Trong tam giác ABC có
AL là tia phân giác trong của B̂AC nên ta có biến đổi tỉ số như sau

BL

LC
=

AB

AC
⇒ BL.AC = AB.(BC −BL) ⇒ BL.AC +AB.BL = AB.BC ⇒ AB

BL
= 2.

Mà BI lại là tia phân giác trong của ÂBL nên
AI

IL
=

AB

BL
= 2.

Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác ASL với cát tuyến TIK, ta được

TA

TS
.
IL

IA
.
SK

KL
= 1 ⇒ SK

KL
= 2.

Do đó, L là trung điểm của SK, ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 85. (IMO 2023 P2) Cho tam giác ABC nhọn với AB < AC. Gọi Ω là đường tròn ngoại tiếp của tam
giác ABC. S là điểm chính giữa cung BC của Ω chứa A. Đường cao kẻ từ A xuống BC cắt BS tại D và cắt Ω
tại E ̸= A. Đường thẳng qua D song song với BC cắt BE tại L. Gọi đường tròn ngoại tiếp của tam giác BDL

là ω. Gọi ω cắt Ω tại P ̸= B. Chứng minh rằng tiếp tuyến của ω tại P , phân giác của B̂AC và BS đồng quy.

Lời giải

Gọi đường phân giác góc B̂AC cắt đoạn thẳng BS tại điểm I và cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC tại
điểm M . Do tứ giác BDPL nội tiếp và DL ∥ BC nên

B̂DL = B̂PL = D̂BC = ŜCB = 180◦ − ŜPC

Suy ra ba điểm S, P, L là ba điểm thẳng hàng. Kẻ AF là đường kính của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.
Suy ra điểm E đối xứng với điểm F qua đoạn thẳng SM . Ta có ŜPD = D̂BL = ŜCE = ŜPF kéo theo ba
điểm P,D, F là ba điểm thẳng hàng. Gọi đoạn thẳng DP cắt đoạn thẳng AM tại điểm Q. Ta có:

B̂PD = B̂LD = ÊBC = 90◦ − ÂEB = 90◦ − ÂMB = B̂IM = B̂IQ

Nên tứ giác BPIQ nội tiếp. Ta có ÎDA = B̂SM = B̂AM suy ra IA2 = ID · IB. Kẻ đoạn thẳng KQ vuông góc
với đoạn thẳng AE thì DK ·DA = DP ·DQ = DI ·DB. Do đó tứ giác AIKB nội tiếp. Mà IA2 = ID · IB nên
IA = IK. Lại có ÂKQ = 90◦ nên I là trung điểm của đoạn thẳng AQ suy ra IP = IA, kéo theo IP 2 = ID ·IB.
Vậy đoạn thẳng IP là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác BDL Bài toán được chứng minh.

94 Hướng tới kì thi tuyển sinh vào 10 2024 - 2025



Các chuyên đề và bài tập hình học 9 nâng cao

Bài toán 86. (DH & ĐBBB 2019) Cho tam giác ABC cân tại A, các điểm D,E, F lần lượt nằm trên các cạnh
BC,CA,AB sao cho DE ∥ AB,DF ∥ AC. Đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC cắt đường tròn ngoại tiếp tam
giác AEF tại các điểm A,G. Đường thẳng DE cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF tại điểm H (H ̸= E).
Đường thẳng qua G vuông góc với GH cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC tại điểm K (K ̸= G), đường
thẳng qua G vuông góc với GC cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF tại điểm L (L ̸= G). Gọi P,Q lần lượt
là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác GDK,GDL. Chứng minh rằng khi điểm D thay đổi trên cạnh BC thì

1. Đường tròn ngoại tiếp tam giác GEF luôn đi qua hai điểm cố định.

2. Đường tròn ngoại tiếp tam giác GPQ luôn đi qua một điểm cố định.

Lời giải
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1. Gọi O,O′ lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác ABC,AEF . Gọi E′ đối xứng với E qua AO.
Dễ thấy tam giác DFB cân tại F nên FB = FD = AE = AE′, vì vậy △OAE′ = △OBF (c-g-c). Do đó,
OF = OE′ = OE. Kết hợp với AO là tia phân giác của F̂AE, ta được O ∈ (GEF ). Do đó, đường tròn
(GEF ) đi qua hai điểm cố định A,O.

2. Ta có F̂DG =
1

2
ÂOG =

1

2
ÂFG. Do đó, tam giác FBG cân tại F . Kết hợp với tam giác FBD cân tại F ,

ta được F là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác GDB. Tương tự, ta cũng có E là tâm đường tròn ngoại
tiếp tam giác GDC. Do đó, EF ⊥ GD.
Mặt khác, dễ thấy AG ⊥ GD. Vì vậy, EF ⊥ GA. Ta có F̂HD = ÊAF = ÊDF nên tam giác FDH cân
tại F . Do đó, H ∈ (GBD).
Dễ thấy OP ∥ GH,O′Q ∥ GC và bốn điểm F, P,Q,E thẳng hàng. Do đó, OO′ ⊥ PQ. Ta có OE ⊥ O′Q

nên QE = QO. Tương tự, ta cũng có PO = PF . Mà OE = OF nên OP = OQ. Vì vậy, OO′ là trung trực
của của đoạn PQ. Kết hợp với OO′ là trung trực của đoạn GA, ta được tứ giác AGPQ là hình thang
cân. Do đó, (GPQ) đi qua điểm A cố định.

Bài toán 87. Cho tam giác ABC nhọn với AB < AC, nội tiếp đường tròn tâm O. Gọi M là trung điểm của
BC. Lấy điểm X nằm trong tam giác ABC sao cho B̂AX = ĈAM . Trên đường tròn ngoại tiếp tam giác XBC,
lấy điểm Z sao cho ĈXM = B̂XZ. Lấy T là điểm đối xứng với Z qua tia phân giác B̂AC. Chứng minh rằng
AT song song với XM .

Lời giải

Gọi giao điểm thứ hai của AX,AM với đường tròn (ABC) lần lượt là K,W . Dễ thấy MK = MW . Do đó,
MA.MK = MA.MW = MB2. Tương tự, ta cũng có MX.MZ = MB2. Suy ra

MA.MK = MX.MZ ⇒ MX

MA
=

MK

MZ
.
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Mặt khác, ta có ÂMB = K̂MB và ẐMB = X̂MB, suy ra ÂMX = ẐMK. Từ đây, ta dễ dàng có △AMX ∼
△ZMK (c-g-c). Do đó, ta thu được M̂AX = M̂ZK, hay tứ giác AMKZ nội tiếp. Suy ra

M̂AT = ẐAK = ẐMK = ÂMX.

Do đó AT ∥ XM , ta được điều phải chứng minh.

Bài toán 88. (Chuyên Tin Hà Nội 2024) Cho tam giác nhọn ABC (AB < AC), nội tiếp đường tròn (O).
Đường thẳng đi qua A và song song với đường thẳng BC cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai là D. Gọi M là
trung điểm của đoạn thẳng BC. Đường thẳng DM cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai là S.

1. Chứng minh tam giác ACS đồng dạng với tam giác BMS.

2. Gọi J là trung điểm đoạn thẳng AS. Đường thẳng BJ cắt đường tròn (O) tại giao điểm thứ hai là T .
Chứng minh rằng đường thẳng CT song song với đường thẳng AS.

3. Các đường cao DE,BF,CK của tam giác BCD đồng quy tại H. Gọi L là chân đường vuông góc kẻ từ
điểm H đến đường thẳng KF . Chứng minh rằng các đường thẳng AE và DL cắt nhau tại một điểm nằm
trên đường tròn (O).

Lời giải

1. Ta có M̂SB = D̂SB = ÂSC. Kết hợp với M̂BS = ĈAS, ta được △ACS ∼ △BMS (g-g).

2. Gọi N là trung điểm của SC. Tương tự câu (1.), ta chứng minh được △ABS ∼ △CMS (g-g), do đó ta
được

AS

CS
=

AB

CM
=

AJ

CN

và B̂AJ = M̂CN . Do đó, Ta được △ABJ ∼ △CMN (c-g-c), do đó ÂBJ = ĈMN (1).
Mặt khác ta có MN là đường trung bình trong tam giác BCS nên MN ∥ BS, vậy nên ta được ĈMN =
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ĈBS (2).
Từ (1) và (2) ta được ÂBJ = ĈBS hay ÂBT = ĈBS. Từ đây, ta dễ dàng suy ra được điều phải chứng
minh.

3. Gọi giao điểm của AE và DL là Q. Kẻ đường kính AP của (O). Ta có

P̂DB = P̂AB = 90◦ − ÂBP = 90◦ − ÂCB = ÊDB.

Do đó ba điểm D,E, P thẳng hàng. Kết hợp với tứ giác DKHF nội tiếp, ta có

ĤFL = ĤAK = F̂CE và ĤKL = ĤDF = P̂BE.

Do đó, ta được các cặp tam giác đồng dạng là △HFL ∼ △PCE (g-g) và △HKL ∼ △PBE (g-g). Từ đó
ta có

LF

EC
=

HL

PE
,

KL

BE
=

HL

PE
.

Suy ra

LF

EC
=

KL

BE
=

LF +KL

EC +BE
=

KF

BC
(3).

Mặt khác ta có kết quả quen thuộc △DKF ∼ △DCB (g-g) và △DCB = △ABC, ta được hai tam giác
DKF và ABC đồng dạng với nhau. Từ đó suy ra

DF

AC
=

KF

BC
(4).

Từ (3) và (4) suy ra

LF

EC
=

DF

AC
⇒ LF

DF
=

EC

AC
.

Kết hợp với D̂FL = ÂCE, ta được △DFL ∼ △ACE (c-g-c). Suy ra L̂DF = ÊAC hay Q̂DC = Q̂AC.
Ta thu được tứ giác ADCQ nội tiếp. Từ đây, ta dễ dàng có được điều phải chứng minh.

Bài toán 89. (Nguyễn Văn Linh) Cho hai đường tròn (O1) và (O2) cắt nhau tại hai điểm A,B. d1, d2 là hai
đường thẳng qua A và đối xứng nhau qua AB. d1 cắt (O1), (O2) tại G, E phân biệt. d2 cắt (O1), (O2) lần lượt
tại các điểm F,H. Giả sử E nằm giữa A,G và F nằm giữa A,H. EH cắt FG tại điểm J . BJ cắt (O1), (O2)

tại các điểm K,L phân biệt và O1K cắt O2L tại điểm N . Chứng minh rằng (NKL) tiếp xúc với AB.

Lời giải
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Ta có N̂LA = 90◦ − 1

2
ÂO2L = 90◦ − ÂBK = ÂKO1 nên ta được tứ giác NLAK nội tiếp. Mặt khác, dễ

thấy B là điểm Miquel của tứ giác AEJF nên có biến đổi góc như sau

B̂AO = B̂AF + K̂AF + K̂AO = B̂AE + K̂BF + Ô2AB = B̂AE + ÂHE + 90◦ − ÂO2O1 = 90◦. (Vì sao?)

Ta thu được điều phải chứng minh.

Bài toán 90. (HSGS V2 2015) Cho tam giác nhọn ABC không cân với AB < AC. Gọi M là trung điểm của
đoạn thẳng BC. Gọi H là hình chiếu vuông góc của B trên đoạn thẳng AM . Trên tia đối của tia AM lấy điểm
N sao cho AN = 2MH.

1. Chứng minh rằng BN = AC.

2. Gọi Q là điểm đối xứng với A qua N . Đường thẳng AC cắt BQ tại D. Chứng minh rằng bốn điểm
B,D,N,C cùng thuộc một đường tròn, gọi đường tròn này là (O).

3. Đường tròn ngoại tiếp tam giác AQD cắt (O) tại G khác D. Chứng minh rằng NG song song với BC.

Lời giải

1. Gọi P là điểm đối xứng với A qua M . Ta có

HP = HM +MB = 2HM +AH = HN ⇒ H là trung điểm PN .

Kết hợp với BH ⊥ PN nên tam giác BPN cân tại B. Suy ra BN = BP . Mặt khác, ta dễ dàng thấy tứ
giác ABPC là hình bình hành nên BP = AC. Kết hợp với BN = BP , ta thu được điều phải chứng minh.

2. Do tứ giác ACPB là hình bình hành nên P̂AC = ÂPB. Kết hợp với tam giác BPN cân tại B nên P̂AC =

ÂNB ⇒ ĈAN = B̂NQ. Do hai tam giác QBN và NCA có QN = AN,BN = AC và B̂NQ = ĈAN

nên chúng bằng nhau. Từ đó suy ra Q̂BN = N̂CA hay D̂BN = D̂CN . Do đó bốn điểm B,D,N,C cùng
thuộc một đường tròn.
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3. Ta có ĈAG = B̂QG. Kết hợp với ĜBQ = ĜCA ta được △GBQ ∼ △GCA, từ đó suy ra

GA

AC
=

GQ

QB
⇒ GA

NB
=

GQ

NC
.

Kết hợp với B̂NC = B̂DC = ÂGQ ⇒ △NBC ∼ △GAQ ⇒ ĜQA = N̂CB ⇒ N̂CB = ĜDC.

⇒ GC = NB ⇒ NG ∥ BC.

Bài toán 91. (Thi thử CSP V2 đợt 1 2023) Cho tam giác ABC, với AB < AC và ngoại tiếp đường tròn (I).
Gọi D,E, F lần lượt là tiếp điểm của BC,CA,AB với đường tròn (I). Đường thẳng qua D vuông góc với EF ,
cắt đường tròn (I) tại điểm thứ hai K (khác D). Gọi L là hình chiếu của vuông góc của A trên IK. Các đường
thẳng AI,BC cắt nhau tại H; các đường thẳng IK,EF cắt nhau tại J . Chứng minh rằng

1. K̂IF = ÂCB và AL là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.

2. LK.BC = AI.EF .

3. Các đường thẳng DK,HJ,AL đồng quy.

Lời giải

1. Ta có

K̂IF = 2K̂DF = 2.90◦ − D̂FE = 2.90◦ − ÊDC = ÂCB.

Do AL⊥KI nên L nằm trên đường tròn (AEF ). Do đó

L̂AF = L̂IF = ÂCB.

Do đó AL là tiếp tuyến của đường tròn (ABC).

2. Ta có L nằm trên đường tròn (AEF ). Do đó L̂EF = L̂IF = ÂCB và ÊLF = ÊAF . Vậy△LEF ∼ △ABC.
Vì IE = IF nên LI là tia phân giác ÊLF . Mặt khác, L̂EF = K̂IF = 2K̂EF , ta suy ra EK là tia phân
giác L̂EF . Vậy K là tâm đường tròn nội tiếp tam giác LEF . Từ đó △LKF ∼ △AIB (g-g), ta suy ra

LK

AI
=

LF

AB
=

EF

BC
.

Suy ra LK.BC = AI.EF .
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3. Gọi G là giao điểm của DK và AL. Ta có

IJ.LK = IJ.LI − IJ.IK = IK2 − IJ.IK = IK.KJ .

Suy ra
LK

KJ
=

IK

IJ
. Mặt khác

GK

LK
=

AI

LI
. Suy ra

GK

KJ
=

IK

IJ
.
AI

LI
.

Vì IJ.LI = IE2 = IK2, nên
GK

KJ
=

AI

IK
(1).

Dễ thấy △JEI ∼ △HAB. Suy ra
AI

IH
=

BA

BH
=

IE

IJ
=

IK

IJ
(2).

Từ (1) và (2) suy ra
GK

KJ
=

IH

IJ
. Suy ra G, J,H thẳng hàng, ta thu được điều phải chứng minh.

Bài toán 92. (Hải Phòng 2022) Cho tam giác ABC cân (AB = AC > BC) nội tiếp đường tròn (O). Các
đường phân giác trong BD,CE của tam giác ABC cắt nhau tại I, BI cắt (O) tại F ̸= B. Điểm H đối xứng
với C qua D. Đường tròn ngoại tiếp tam giác HBC cắt BI tại K ̸= B.

1. Chứng minh rằng DC2 = DI.DB và D là trung điểm của đoạn thẳng IK.

2. Kẻ KM song song với AC với M ∈ FC. Chứng minh rằng M đối xứng với I qua AC.

3. Gọi N là giao điểm của FC và AI, J là tâm của đường tròn ngoại tiếp tam giác IBE. Chứng minh rằng
bốn điểm M,N, J,D cùng nằm trên một đường tròn.

Lời giải

1. Ta có D̂CI = D̂BC nên △DCI ∼ △DBC (g-g). Do đó, DC2 = DI.DB. Mặt khác, ta có D̂CI = D̂BC =

D̂HK nên HK ∥ IC. Kết hợp với D là trung điểm của CH, ta dễ chứng minh được D là trung điểm của
IK.
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2. Ta có

F̂MK = F̂CA = F̂BA = K̂BC.

Do đó,M ∈ (BHC). Suy ra tứ giácKMCH là hình thang cân. Vì vậy, ta thu được D̂HM = K̂CH = D̂HI

và D̂CM = K̂HC = D̂CI. Từ đây, ta dễ chứng minh được I đối xứng với M qua AC.

3. Gọi P là trung điểm của BC. Ta có

B̂NM + B̂DM = 2P̂NC + 2B̂DC = 2.(B̂CF − 90◦) + 2.(180◦ − D̂CB − D̂BC) = 180◦.

Do đó, bốn điểm M,N,B,D cùng thuộc một đường tròn (1).
Mặt khác, ta có

B̂JI = 2B̂EI = 2B̂DC = ÎDM .

Kết hợp với hai tam giác cân BJI và IDM , ta được ba điểm J, I,M thẳng hàng. Do đó, B̂JM = B̂DM .
Vậy nên tứ giác BJDM nội tiếp (2).
Từ (1) và (2) suy ra năm điểm N,B, J,D,M cùng thuộc một đường tròn. Do vậy, tứ giác MNJD nội
tiếp, ta có được điều phải chứng minh.

Bài toán 93. (HSGS V2 2022) Cho tam giác ABC nhọn, không cân, nội tiếp đường tròn (O). Điểm P nằm
trong tam giác ABC. Gọi E,F lần lượt là hình chiếu vuông góc của P lên AC,AB. Giả sử tứ giác BCEF nội
tiếp đường tròn (K).

1. Chứng minh rằng AP vuông góc với BC.

2. Chứng minh rằng AP = 2OK.

3. Đường thẳng qua P vuông góc với AP cắt đường tròn (O) tại hai điểm Q và R. Chứng minh rằng đường
tròn tâm A bán kính AP tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp tam giác KQR.

Lời giải
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1. Để ý các tứ giác AFDE và BCEF nội tiếp nên ta có ÂPF = ÂEF = ÂBC. Từ đây, ta dễ dàng suy ra
AP ⊥ BC.

2. Ta thấy OK là trung trực của đoạn thẳng BC nên OK ⊥ BC, kéo theo đó ta được AP ∥ OK. Mặt khác,
ta có

ÔAC = 90◦ − 1

2
ÂOC = 90◦ − ÂBC = 90◦ − ÂEF .

Vậy nên OA ⊥ EF . Gọi J là trung điểm của AP , khi đó J,K lần lượt là tâm của đường tròn (AFPE)

và (BCEF ) nên JK ⊥ EF . Từ đây ta suy ra OA ∥ JK. Kết hợp với OK ∥ AP , ta được tứ giác AJKO

là hình bình hành. Vì vậy OK = AJ =
AP

2
hay AP = 2OK.

3. Dựng đường kính AT của đường tròn (O), khi đó OJ là đường trung bình trong tam giác APT nên
OJ ∥ PT . Mặt khác, từ tứ giác AJKO là hình bình hành, ta có thể suy ra tứ giác PJOK là hình bình
hành, do đó OJ ∥ PK. Kết hợp với OJ ∥ PT , ta được ba điểm P,K, T thẳng hàng và K là trung điểm
của PT . Gọi D là giao điểm thứ hai của PT đường tròn (O), khi đó ÂDP = ÂDT = 90◦.
Gọi X là điểm đối xứng với P qua D. Khi đó, ta dễ dàng thấy tam giác APX cân tại A nên AX = AP ,
suy ra X ∈ (A,AP ). Mặt khác, ta có PX.PK = 2PD.PK = PD,PT = PQ.PR nên X ∈ (KQR).
Dựng tia tiếp tuyến Xt của (A,AP ), khi đó Xt ⊥ AX. Dễ thấy OK là trung trực của đoạn thẳng QR

nên KQ = KR nên XK là tia phân giác Q̂XR. Suy ra △XQP ∼ △XKR, do đó ta có

X̂RK = X̂PQ = 90◦ − X̂AP = 90◦ − ÂXP = t̂XK.

Do đó, Xt là tiếp tuyến của đường tròn (KQR). Từ đó, ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 94. Cho đường tròn (O) và dây cung BC cố định (BC khác đường kính). Điểm A thuộc cung lớn
BC sao cho tam giác ABC nhọn và AB < AC. Đường tròn (I) nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với các cạnh
BC,AB lần lượt tại D,E. Đường thẳng AD cắt đường tròn (I) tại điểm thứ hai là M ; BM cắt đường tròn (I)

tại điểm thứ hai là Q; BI cắt DE tại P .

1. Chứng minh tứ giác IPQM nội tiếp.

2. Chứng minh B̂ME = D̂MP .

3. Đường tròn đi qua C tiếp xúc với AI tại I cắt BC tại H và cắt (O) tại điểm K. Chứng minh rằng khi A
di động trên cung lớn BC thì đường thẳng HK luôn đi qua một điểm cố định.

Lời giải
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1. Ta có

BQ.BM = BE2 = BP.BI.

Do đó, tứ giác IPQM nội tiếp.

2. Đây là kết quả quen thuộc được suy ra từ mô hình tiếp tuyến.

3. Gọi L là điểm chính giữa cung nhỏ BC, O1 là tâm đường tròn đi qua C và tiếp xúc với AI tại I. Ta định
nghĩa lại điểm H là giao điểm của LK và BC và ta sẽ chứng minh H ∈ (O1). Thật vậy, ta có

L̂CH = L̂AB = L̂AC = L̂KC.

Do đó, ta được △LCH ∼ △LKC (g-g). Suy ra LC2 = LH.LK. Mà LC = LI nên LI2 = LH.LK. Do đó,
H ∈ (O1), ta thu được điều phải chứng minh.

Bài toán 95. (Thi thử CSP V2 đợt 3 2024) Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn (O) và AB < AC.
Điểm M thay đổi trên cạnh BC (M khác B, M khác C). Đường thẳng AM cắt đường tròn (O) tại điểm thứ
hai D. Đường tròn đường kính AM cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai E (E khác A) và cắt BC tại điểm thứ
hai H. Giả sử đường thẳng AE cắt đường thẳng BC tại điểm S; đường thẳng SD cắt đường tròn (O) tại điểm
thứ hai K. Chứng minh rằng

1. SH.SM = SB.SC.

2. Các điểm M,H,K,D cùng thuộc một đường tròn (ω).

3. Tâm đường tròn (ω) chạy trên một đường thẳng cố định.

Lời giải

1. Theo phương tích, ta có SH.SM = SE.SA = SB.SC.

2. Ta có SH.SM = SB.SC = SK.SD. Do đó, tứ giác KHMD nội tiếp. Ta thu được điều phải chứng minh.

3. Gọi giao điểm thứ hai của KH với đường tròn (O) là T . Ta có ÂTK = ÂDK = T̂HC.
Do đó AT ∥ BC, vậy nên T là điểm cố định. Dễ thấy H là hình chiếu của A lên BC nên H cố định. Từ
đây, ta suy ra K là điểm cố định. Vậy tâm của đường tròn (ω) thuộc đường trung trực của KH (cố định).
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Bài toán 96. (Chuyên Tin Hà Nội 2022) Cho tam giác ABC với AB < AC, nội tiếp đường tròn (O). Ba
đường cao AD,BE,CF của tam giác ABC cùng đi qua điểm H. Gọi I và K lần lượt là trung điểm của các
đoạn thẳng EF và BC.

1. Chứng minh
AI

AK
=

HI

HK
.

2. Chứng minh đường thẳng AH là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác IHK.

3. Gọi P là chân đường vuông góc kẻ từ điểm H đến EF . Chứng minh rằng đường thẳng DP song song với
đường thẳng AI.

Lời giải

1. Ta có kết quả quen thuộc △AEF ∼ △ABC (g-g), mà I và K tương ứng là trung điểm của EF và BC

nên ta cũng được △AEI ∼ △ABK. Suy ra

AI

AK
=

EI

BK
=

EI

CK
(1).

Mặt khác, ta cũng có △HFE ∼ △HBC (g-g) nên

HE

HC
=

EF

BC
=

EI

KC
.

Kết hợp với ĤEI = ĤCK, ta được △HEI ∼ △HCK. Vậy nên

HI

HK
=

EI

CK
(2).

Từ (1) và (2), ta thu được điều phải chứng minh.

2. Từ các tam giác đồng dạng ở câu (1.), ta có biến đổi góc như sau

ĤIK = ĤIE − 90◦ = ĤKC − 90◦ = D̂HK.

Do đó, HD là tiếp tuyến của đường tròn (IHK). Hay AH là tiếp tuyến của đường tròn (IHK).

3. Gọi giao điểm của EF và BC là L, G là giao điểm thứ hai của LA và (O). Ta có

LE.LF = LB.LC = LG.LA.
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Do đó, tứ giác AGEF nội tiếp, hay G là giao điểm thứ hai của đường tròn đường kính AH và (O). Vậy
nên ta được một kết quả quen thuộc là ba điểm G,H,K thẳng hàng và KG ⊥ AL. Từ đây, dễ dàng suy
ra H là trực tâm của tam giác AKL. Do đó

ÎPD = 90◦ + ĤPD = 90◦ + ĤLD = 90◦ + 90◦ − ÂKL = 180◦ − ÂKL = ÂKC = ÂIF .

Do đó tứ giác AI ∥ PD. Đây là điều phải chứng minh.

Bài toán 97. (Thi thử THPT Chuyên Lam Sơn - Thanh Hoá 2023) Cho tam giác ABC nhọn có AB < AC nội
tiếp đường tròn (O). Phân giác trong của B̂AC cắt BC tại D và cắt (O) tại Q (Q ̸= A). Từ D dựng DE,DF

lần lượt vuông góc với AC,AB (E ∈ AC,F ∈ AB). Gọi M là trung điểm của đoạn BC, tia QM cắt (O) tại
giao điểm thứ hai là P .

1. Chứng minh QM.QP = QD.QA.

2. Gọi N là giao điểm của PD và EF . Chứng minh rằng MN song song với AD.

3. Dựng đường kính AK của đường tròn (O). Các đường tròn ngoại tiếp các tam giác BFN và CEN cắt
nhau tại điểm R (R ̸= N). Chứng minh rằng ba điểm P,D,R thẳng hàng.

Lời giải

1. Vì Q̂MD = D̂AP = 90◦ nên tứ giác DMPA nội tiếp. Do đó, theo phương tích, ta được QM.QP =

QD.QA.

2. Gọi I là giao điểm của AD và EF . Ta có △AED ∼ △PCQ (g-g). Mà EI, CM là hai đường cao tương

ứng nên
QM

QP
=

DI

DA
(1).

Mặt khác, ta có NI ∥ AP nên
DI

DA
=

DN

DP
(2).

Từ (1) và (2) suy ra
QM

QP
=

DN

DP
. Vì vậy, MN ∥ AD theo định lý Thales đảo.

3. Trước hết, ta chứng minh R ∈ (O). Thật vậy, ta có
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B̂RC = B̂RN + N̂RC = ÂFN + ÂEN = 180◦ − B̂AC.

Do đó, tứ giác ABRC nội tiếp, hay R ∈ (O). Lúc này, ta có

N̂RC = ÂEN = ĈAP = P̂RC.

Do đó, ta được ba điểm P,N,R thẳng hàng. Suy ra ba điểm P,D,R thẳng hàng.

Bài toán 98. (TPHCM 2024) Cho tam giác ABC nhọn, AB < AC, nội tiếp đường tròn (O). Gọi E là một
điểm bất kì thuộc cung nhỏ BC của đường tròn (O) sao cho BE < BA. Trên các cạnh AB,AC của tam giác
ABC lần lượt lấy các điểm K, L sao cho BK = BE và CL = CE. Gọi M , N lần lượt là trung điểm của BC,
KL.

1. Chứng minh rằng B̂NC = 90◦.

2. Gọi F là một điểm thuộc đường tròn (O) sao cho đường thẳng EF song song với đường thẳng BC. Chứng
minh rằng đường thẳng MN song song với đường thẳng AF .

Lời giải

1. Lấy điểm H đối xứng với B qua N . Khi đó, tứ giác BKHL là hình bình hành. Do đó, HL = BK = BE.
Mặt khác, chú ý rằng tứ giác ABEC là hình bình hành và HL ∥ BK nên ta có biến đổi góc như sau

ĈLH = 180◦ − ÂHL = 180◦ − B̂AC = ĈEB.

Kết hợp với CL = CE, ta được △CEB = △CLH (c-g-c). Do đó, CH = CB nên tam giác CHB cân tại
C. Mà N là trung điểm của BH nên CN ⊥ BH. Vì vậy, B̂NC = 90◦.

2. Trong đường tròn (O) có EF ∥ BC nên ĈAE = B̂CE. Mà B̂CE = ĤCL nên ĈAE = ĤCL. Do đó,
CH ∥ AF . Mà theo tính chất đường trung bình thì MN ∥ CH nên ta suy ra MN ∥ AF . Đây là điều cần
chứng minh.

Bài toán 99. (Hà Nội 2021) Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn (O), với B̂AC = 60◦ và AB < AC.
Các đường thẳng BO,CO lần lượt cắt các đoạn thẳng AC,AB tại M,N . Gọi F là điểm chính giữa của cung
BC lớn.
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1. Chứng minh năm điểm A,N,O,M và F cùng thuộc một đường tròn.

2. Gọi P,Q lần lượt là các giao điểm thứ hai của hai tia FN,FM với đường tròn (O). Gọi J là giao điểm
của đường thẳng BC và đường thẳng PQ. Chứng minh tia AJ là tia phân giác của B̂AC.

3. Gọi K là giao điểm của đường thẳng OJ và đường thẳng CF . Chứng minh AB vuông góc với AK.

Lời giải

1. Ta có

M̂ON = B̂OC = 2B̂AC = 120◦ = 180◦ − M̂AN

Do đó, tứ giác AMON nội tiếp (1). Mặt khác, ta có N̂BM = N̂AO = N̂MO. Vậy nên tam giác NBM

cân tại N . Suy ra NB = NM . Tương tự, ta cũng chứng minh được NM = NC. Từ đây, ta suy ra được
△FNB = △FMC (c-g-c). Do đó, ta thu được N̂FB = M̂FC. Chú ý, ta có biến đổi góc sau

N̂FM = N̂FB + B̂FM = M̂FC + M̂FB = B̂FC = 60◦ = 180◦ − M̂ON .

Do đó tứ giác NFMO nội tiếp (2). Từ (1) và (2), ta suy ra được điều phải chứng minh.

2. Từ hai tam giác FNB và FMC bằng nhau, ta được FN = FM . Hay tam giác FNM cân tại F . Kết hợp
với N̂FM = 60◦, ta suy ra được tam giác FNM là tam giác đều. Vậy nên MF = MN = MC. Từ đây,
ta dễ dàng suy ra số đo các cung AF,CQ,PB là bằng nhau.
Ta dễ dàng suy ra được các tứ giác nội tiếp là QJMC và BPNJ . Mặt khác, ta có

M̂OC = B̂AC = 60◦ = M̂QC.

Do đó, tứ giác MOQC nội tiếp. Hay năm điểm M,O, J,Q,C cùng thuộc một đường tròn. Tương tự, ta
cũng có năm điểm N,B, P, J,O cùng thuộc một đường tròn. Từ đây, ta suy ra các tứ giác MJB và ANJC

nội tiếp. Suy ra M̂AJ = M̂BJ = N̂CJ = N̂AJ . Vậy nên AJ là tia phân giác của B̂AC.

3. Theo câu (2.), ta có tứ giác PBQC là hình thang cân với OJ là trung trực của CP . Mặt khác

ĴAP = ĈAP − 1

2
B̂AC = ĈAP − 30◦ = ĴOP − ÔCF = ĴOP − ÔPK = ĴKP .

Nên tứ giác AKJP là tứ giác nội tiếp. Do đó, ĴAK = ĴPK = ĴCK = 60◦. Chú ý rằng
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B̂AK = ĴAK + ĴAP = 60◦ + 30◦ = 90◦.

Vậy nên AB ⊥ AK, ta hoàn tất bài toán.

Bài toán 100. (HSGS V2 2018) Cho ngũ giác lồi ABCDE nội tiếp đường tròn (O) có CD song song với BE.
Hai đường chéo CE và BD cắt nhau tại P . Điểm M thuộc đoạn thẳng BE sao cho M̂AB = P̂AE. Điểm K

thuộc đường thẳng AC sao cho MK song song với AD, điểm L thuộc đường thẳng AD sao cho ML song song
với AC. Đường tròn ngoại tiếp tam giác KBC lần lượt BD,CE tại Q,S (Q khác B, S khác C).

1. Chứng minh rằng ba điểm K,M,Q thẳng hàng.

2. Đường tròn ngoại tiếp tam giác LDE lần lượt cắt BD,CE tại T,R (T khác D, R khác E). Chứng minh
rằng năm điểm M,S,Q,R, T cùng thuộc một đường tròn.

3. Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác PQR tiếp xúc với đường tròn (O).

Lời giải

1. Do các tứ giác BCQK và BCDA nội tiếp nên ĈKQ = ĈBQ = ĈAD. Suy ra KQ ∥ AD. Mặt khác ta lại
có MK ∥ AD nên ba điểm K,M,Q thẳng hàng.

2. Chứng minh tương tự như câu (1.), ta cũng có ba điểm R,M,L thẳng hàng. Ta có MQ ∥ AD nên
R̂MQ = R̂LD = R̂TD, suy ra tứ giác RTMQ nội tiếp. Chứng minh tương tự, ta cũng có tứ giác RMSQ

nội tiếp. Do đó, năm điểm M,S,Q,R, T cùng thuộc một đường tròn.

3. Gọi G là giao điểm thứ hai của đường thẳng AM với (O). Ta có MR ∥ AC nên R̂MG = ĈAG = ĈEG,
suy ra tứ giác RMEG nội tiếp. Chứng minh tương tự, ta cũng có tứ giác QMBG nội tiếp. Ta có

R̂GQ = R̂GM + Q̂GM = R̂EM + Q̂BM = 180◦ − B̂PE = 180◦ − R̂PQ

nên tứ giác RPQG nội tiếp. Bây giờ gọi I là giao điểm thứ hai của đường thẳng AG với đường tròn
(PQR), X là giao điểm thứ hai của đường thẳng AP và đường tròn (O). Ta có
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B̂AM = ÊAP và B̂AC = ÊAD do CD ∥ BE.

Nên ĈAG = X̂AD, suy ra ĈDG = X̂GD. Từ đó, ta có GX ∥ CD.
Do XG ∥ CD nên tứ giác GCDX là hình thang cân, mà PC = PD nên PG = PX. Ta có R̂PI = R̂GI =

R̂EB = R̂CD nên PI ∥ CD hay PI ∥ GX.
Kẻ tiếp tuyến Gy của (O). Ta có X̂Gy = X̂AG và P̂GX = P̂XG = ÂPI nên

ĜIP = ĜAX + ÂPI = X̂Gy + P̂GX = P̂Gy.

Suy ra Gy là tiếp tuyến của đường tròn (PQR). Do đó Gy là tiếp tuyến chung của các đường tròn (O) và
(PQR). Vậy nên đường tròn (O) và (PQR) tiếp xúc với nhau tại G.

Bài toán 101. (Nghệ An 2023) Cho tam giác ABC vuông tại A (AB < AC) nội tiếp đường tròn tâm O. Trên
đường tròn (O) lấy điểm D khác phía A so với đường thẳng BC. Qua B kẻ đường thẳng d song song với CD.
Đường thẳng d cắt đường thẳng AC tại E, cắt đường tròn (O) tại F (F khác B).

1. Gọi J là trung điểm của EC. Chứng minh rằng bốn điểm A,F,O, J cùng thuộc một đường tròn.

2. Đường thẳng OE cắt đường thẳng AD tại I. Chứng minh rằng ÎBA = B̂DA.

3. Trên tia BD lấy điểm M sao cho BM = BA. Đường thẳng AM cắt đường thẳng DC tại N , đường thẳng
BN cắt đường tròn (O) tại K (K khác B). Gọi H là hình chiếu vuông góc của A trên BC. Đường thẳng
BD cắt các đường thẳng NH,CK lần lượt tại P,Q. Chứng minh rằng

1

PM
=

1

MQ
+

1

BM
.

Lời giải 1.
Chú ý rằng OJ ∥ BE nên ta có biến đổi góc như sau

ÊAF = F̂BC = B̂FO = F̂OJ .

Do đó, tứ giác AFOJ nội tiếp.

2. Lấy T là trung điểm của AD. Vì BF ∥ CD nên ÊBC = B̂CD = B̂AD. Kết hợp với ÊCB = B̂DA, ta được
△EBC ∼ △BAD (g-g). Mà O, T tương ứng là trung điểm của BC,AD nên ta được △ABT ∼ △BEO

(c-g-c). Do đó, B̂OE = B̂TA. Suy ra tứ giác BOTI nội tiếp. Vì vậy, ÔBI = 180◦ − ÔT I = 90◦. Vậy nên
BI là tiếp tuyến của đường tròn (O), nên ÎBA = B̂DA.

3. Ta có tam giác BAM cân tại B nên B̂AM = B̂MA = N̂MD. Mặt khác

B̂AM + M̂AC = 90◦ = N̂MD + M̂ND.

Vì vậy, tam giác ACN cân tại C. Suy ra CN2 = CA2 = CH.CB. Do đó, dễ dàng suy ra△CHN ∼ △CNB

(c-g-c). Suy ra

ĈHN = ĈNB = ĈQD.

Vậy nên tứ giác HPQC nội tiếp. Theo phương tích, ta được BH.BC = BP.BQ. Suy ra

BM2 = BH.BC = BP.BQ = (BM − PM).(BM +MQ) = BM2 +BM.MQ− PM.BM − PM.MQ

BM.MQ = PM.BM + PM.MQ ⇒ 1

PM
=

1

MQ
+

1

BM
.
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Bài toán 102. (HSGS V1 2024) Cho hình vuông ABCD. Lấy điểm P thuộc cạnh AB (P khác A và B). Gọi
J là tâm đường tròn nội tiếp của tam giác PAD.

1. Chứng minh rằng tứ giác PJDB nội tiếp.

2. Gọi H là trực tâm của tam giác PJD, S là giao điểm của hai đường thẳng JH và AD. Chứng minh rằng
SH = SD.

3. Gọi L là tâm đường tròn nội tiếp của tam giác PBC, K là trực tâm của LPC. Đường tròn nội tiếp của
tam giác PCD tiếp xúc với đường thẳng CD tại điểm E. Lấy điểm F thuộc đoạn thẳng CD sao cho
CF = DE. Chứng minh rằng tam giác FHK là tam giác vuông cân.

Lời giải 1.
Hai tam giác AJD và AJB bằng nhau (c-g-c) nên ÂDJ = ÂBJ = P̂DJ . Từ đó suy ra tứ giác PJDB

nội tiếp.

2. Gọi M là giao điểm của hai đường thẳng PJ và HD. Vì D̂BP = 45◦ nên M̂JD = 45◦, suy ra M̂DJ = 45◦.
Từ đây, ta có D̂HP = 45◦. Mặt khác, ta lại có ĴHP = ĴDP = ĴDS nên D̂HP − ŜHP = M̂DJ − ĴDS.
Do đó, ŜHD = ŜDH, suy ra SH = SD.

3. Gọi Z là giao điểm của đường thẳng KL và đường thẳng PC; X là giao điểm của đường thẳng HJ

và PD. Gọi G, T tương ứng là hình chiếu vuông góc của các điểm H, K trên đường thẳng CD. Ta có
D̂HG = ŜDH = ŜHD, do đó
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DG = DX =
DA+DP −AP

2
.

Hoàn toàn tương tự, ta cũng có CT = CZ =
CP + CB −BP

2
và CF = DE

DC +DP − CP

2
. Đến đây,

chú ý tam giác HPD có P̂HD = 45◦ và J là trực tâm của tam giác, ta dễ chứng minh được HJ = DP .

Lại có JX =
AP +AD −DP

2
nên

HX =
AD +AP +DP

2
= CF + CT = TF .

Chứng minh tương tự, ta có KT = FG. Từ đó, △GHF = △TFK (c-g-c). Do đó, dễ dàng suy ra tam
giác FHK vuông cân.

Bài toán 103. (Chuyên Tin Hà Nội 2023) Cho hai đường tròn (O;R) và (O′;R′) cắt nhau tại hai điểm phân
biệt A và B (R < R′ < OO′). Gọi PQ là tiếp tuyến chung của hai đường tròn (O) và (O′) với P ∈ (O) và
Q ∈ (O′). Đường thẳng PQ cắt đường thẳng OO′ tại điểm S. Qua điểm S vẽ một đường thẳng cắt đường tròn
(O) tại hai điểm E,F và cắt đường tròn (O′) tại hai điểm G,H sao cho SE < SF < SG < SH.

1. Chứng minh đường thẳng OE song song với đường thẳng O′G.

2. Chứng minh SA2 = SP.SQ.

3. Tiếp tuyến tại điểm A của đường tròn (O) cắt đường thẳng OO′ tại điểm M . Tiếp tuyến tại điểm A của
đường tròn (O′) cắt đường thẳng OO′ tại điểm N . Đường thẳng ME cắt đoạn thẳng AB tại điểm I.

Chứng minh
EA2

EB2
=

IA

IB
và ba điểm N, I,H thẳng hàng.

Lời giải 1.

Ta thấy OP ∥ O′Q nên
SO

SO′ =
OP

O′Q
=

R

R′ . Kẻ O′G′ ∥ OE, G′ ∈ SH. Khi đó

OE

O′G′ =
R

R′ ⇒ O′G′ = R′ ⇔ G′ ∈ (O′).

Mặt khác, ta lại có ÔEF + Ô′HG < 180◦ nên O′H ∦ OE. Vậy nên G ≡ G′, ta thu được điều phải chứng
minh.
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2. Kẻ O′K ∥ OA, K ∈ AS. Lập luận tương tự như trên, ta cũng có K ∈ (O′). Lại có rằng ŜAP = ŜKQ =

ŜQA nên ta được △SAP ∼ △SQA (g-g). Vậy nên SA2 = SP.SQ. Đây là điều cần phải chứng minh.

3. Dễ thấy cả MA và MB đều là tiếp tuyến của đường tròn (O). Gọi ME cắt đường tròn (O) tại điểm thứ

hai là D. Theo mô hình tiếp tuyến, ta có
EA

EB
=

DA

DB
. Mặt khác, chú ý rằng △IAD ∼ △IEB (g-g) và

△IBD ∼ △IEA (g-g) nên ta có biến đổi tỉ số như sau

IA

IB
=

IA

ID
.
ID

IB
=

EA

BD
.
AD

EB
=

EA2

EB2
(1).

Mặt khác, ta có
SA

SK
=

SO

SO′ =
SE

SG
nên AE ∥KG. Suy ra ŜAE = ÂDG = ÂHG. Do đó,△SAE ∼ △SHA

(g-g). Tương tự, ta có △SBE ∼ △SHB (g-g). Do đó,
AE

HA
=

SA

SH
=

SB

SH
=

BE

HB
. Suy ra

EA

EB
=

HA

HB
(2).

Gọi I ′ là giao điểm của NH và AB. Tương tự, ta dễ chứng minh được
I ′A

I ′B
=

HA2

HB2
(3).

Từ (1), (2) và (3) suy ra I ≡ I ′, ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 104. (Thái Nguyên 2023) Cho tam giác ABC (AB > BC) có ba góc nhọn, nội tiếp đường tròn (O).
Vẽ các đường cao AD,BE,CF của tam giác ABC. Gọi điểm H là trực tâm của tam giác ABC, I là trung điểm
của đoạn thẳng DF . Tia AI cắt đường tròn (O) tại K (K ̸= A), tia BE cắt đường tròn (O) tại J (J ̸= B).
Chứng minh rằng

1. E là trung điểm của đoạn thẳng HJ .

2. Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác IKD nằm trên đường thẳng BC.

Lời giải 1.
Đây là kết quả quen thuộc dựa vào mô hình trực tâm.

2. Dễ chứng minh △DHE ∼ △DFA (g-g). Cùng với việc E, I lần lượt là trung điểm của HJ,FD, ta có
biến đổi tỉ số

HD

FD
=

HE

FA
⇒ 2HD

FD
=

2HE

FA
⇒ HD

FI
=

HJ

FA
⇒ FA

FI
=

HJ

HD
.

Cùng với D̂HJ = ÎFA (cùng bù ÂCB), ta được △JHD ∼ △AFI (c-g-c). Từ đây, dễ dàng suy ra ba
điểm J,E,K thẳng hàng. Do đó, ta có
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ÎKD = ÂBH = ÂDI.

Suy ra AD là tiếp tuyến của đường tròn (IKD). Mà AD ⊥ BC nên tâm đường tròn (IKD) nằm trên
đường thẳng BC.

Bài toán 105. (CSP V2 2022) Cho tam giác đều ABC ngoại tiếp đường tròn (O). Cung nhỏ OB của đường
tròn ngoại tiếp tam giác tam giác OBC cắt đường tròn (O) tại điểm E. Tia BE cắt đường tròn (O) tại điểm
thứ hai F .

1. Chứng minh EO là tia phân giác của góc ĈEF .

2. Chứng minh tứ giác ABOF nội tiếp.

3. Gọi D là giao điểm thứ hai của CE với đường tròn (O). Chứng minh ba điểm A,F,D thẳng hàng.

Lời giải

1. Vì tam giác ABC là tam giác đều nên O cũng là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Ta có

F̂EO = ÔCB = ÔBC = ÔEC.
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Suy ra EO là tia phân giác của ĈEF .

2. Ta có ÔFB = ÔEF = ÔCB = 30◦ = ÔAB nên tứ giác ABOF nội tiếp.

3. Ta có△OEF = △OED (c-g-c) nên EF = ED. Suy ra tam giácDEF cân tại E. Mà D̂EF = 2ÔED = 60◦

nên tam giác DEF là tam giác đều. Do đó, D̂FE = 60◦ (1).
Mặt khác, tứ giác ABOF nội tiếp nên ÂFB = ÂOB = 120◦ (2).
Từ (1) và (2) suy ra ba điểm A,F,D thẳng hàng.

Bài toán 106. (PTNK 2020) Cho đường tròn (O), dây cung BC không chứa tâm O và điểm A thay đổi trên
cung lớn BC. Lấy các điểm E,F thỏa mãn ÂBE = ĈAE = ÂCF = B̂AF = 90◦.

1. Chứng minh rằng AE.AC = AF.AB và O là trung điểm của EF .

2. Hạ AD vuông góc với EF (D ∈ EF ). Chứng minh rằng các tam giác DAB và DCA đồng dạng và D

thuộc một đường tròn cố định.

3. Gọi G là giao điểm của AD và đường tròn (O) (G ̸= A). Chứng minh rằng AD đi qua một điểm cố định
và GB.AC = GC.AB.

4. Gọi K là tâm đường tròn ngoại tiếp của tam giác AEF . Chứng minh rằng AK đi qua một điểm cố định.

Lời giải

1. Kẻ đường kính AX của đường tròn (O). Khi đó dễ thấy các bộ điểm (E,B,X) và (X,C, F ) thẳng hàng.
Suy ra tứ giác AEXF là hình bình hành. Do đó, ÂEB = ÂFC. Vì vậy, ta được △ABE ∼ △ACF (g-g).

Do đó,
AE

AB
=

AF

AC
⇒ AE.AC = AF.AB.

Mặt khác, vì tứ giác AEXF là hình bình hành và O là trung điểm của AX nên O là trung điểm của EF .

2. Dễ thấy các tứ giác ADBE,ADCF nội tiếp nên B̂AD = B̂ED = ÂFD = ÂCD và D̂AC = D̂FC =

ÂED = ÂBD. Do đó, theo định nghĩa của điểm Dumpty, ta được D là điểm A - Dumpty của tam giác
ABC. Do đó, △DAB ∼ △DCA (g-g). Ngoài ra, D ∈ (BOC) là một đường tròn cố định. (các tính chất

này đều không được sử dụng trực tiếp trong bài thi, học sinh cần phải chứng minh lại)
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3. Kẻ hai tiếp tuyến tại B,C của (O), hai tiếp tuyến này cắt nhau tại T (cố định). Theo tính chất của điểm

Dumpty, ta có ba điểm A,D, T thẳng hàng. Mặt khác, theo mô hình tiếp tuyến, ta được
GB

GC
=

AB

AC
nên GB.AC = GC.AB.

4. Gọi M là trung điểm của BC (cố định), ta sẽ chứng minh ba điểm A,M,K thẳng hàng. Thật vậy, gọi Q,R

lần lượt là trung điểm của AE,AF , KQ ∩ AB = {I}, KR ∩ AC = {J}. Dễ thấy KQ ⊥ AE,KR ⊥ AF .
Suy ra △AIQ ∼ △ARJ (g-g). Suy ra

AI

AJ
=

AQ

AR
=

AE

AF
=

AB

AC
.

Do đó, IJ ∥ BC nên tứ giác BIJC là hình thang. Mặt khác, dễ thấy tứ giác AIKJ là hình bình hành
nên AK đi qua trung điểm của IJ . Mà tứ giác BIJC là hình thang nên theo bổ đề hình thang, ta được
AK đi qua trung điểm của BC. Do vậy, ta có được điều phải chứng minh.

Bài toán 107. (Phú Thọ 2022) Cho hai đường tròn (O;R) và (O′;R′) cắt nhau tại hai điểm A và B (R > R′

và O,O′ thuộc hai nửa mặt phẳng đối nhau bờ AB). Đường thẳng AO cắt (O) và (O′) lần lượt tại C và M ,
đường thẳng AO′ cắt (O) và (O′) lần lượt tại N và D (C,D,M,N khác A). Gọi K là trung điểm của CD; H
là giao điểm của CN và DM .

1. Chứng minh rằng năm điểm M,N,K,O,B cùng thuộc một đường tròn.

2. Gọi (I) là đường tròn ngoại tiếp tam giác HCD; E là điểm đối xứng với C qua B; P là giao điểm của
AE và HD; F là giao điểm của BH và (I) (F khác H); Q là giao điểm của CF và BP . Chứng minh rằng
BP = BQ.

3. Chứng minh rằng ÎBP = 90◦.

Lời giải

Xét thế hình như sau, các thế hình khác chứng minh tương tự

1. Dễ thấy ba điểm C,B,D thẳng hàng. Dễ thấy A là trực tâm của tam giác HCD; B,N,M lần lượt là ba
chân đường cao kẻ từ H,D,C. Khi đó, năm điểm M,N,K,O,B cùng nằm trên đường tròn Euler của tam
giác HCD.

2. Ta thấy tứ giác AEFC là hình thoi nên ta dễ chứng minh được △BCG = △BEP (g-c-g). Suy ra
BP = BQ.
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3. Gọi giao điểm của PQ với (I) là S và T như hình vẽ. Theo phương tích, ta có PS.PT = PD.PH (1).
Mặt khác, dễ thấy PA = QF,PE = CQ nên ta có QS.QT = QF.QC = PA.PE (2).
Ngoài ra, dễ thấy tứ giác HADE nội tiếp nên PD.PH = PA.PE (3).
Từ (1), (2) và (3) suy ra QS.QT = PS.PT .

⇒ QS.PQ+QS.PT = PT.PQ+ PT.QS ⇒ QS.PQ = PT.PQ ⇒ QS = PT .

Do đó, ta suy ra được B là trung điểm của ST . Do đó, ÎBP = 90◦.

Nhận xét: Với ý (3.), đây chính là phần đảo của định lý con bướm, bạn đọc có thể tham khảo thêm các cách
chứng minh khác.

Bài toán 108. (HSGS V2 2024) Cho tam giác ABC nhọn, không cân nội tiếp đường tròn (O), có E,F lần
lượt là trung điểm của các cạnh CA,AB. Điểm P di chuyển trên cung nhỏ BC (P khác B,C). Gọi M,N lần
lượt là giao điểm của các đường thẳng PC,PB với đường thẳng EF . Các đường thẳng AM,AN cắt đường tròn
(O) theo thứ tự tại Q,R (Q,R khác A).

1. Chứng minh rằng tứ giác AFPM nội tiếp và ÊPF = Q̂PR.

2. Chứng minh rằng giao điểm của hai đường thẳng QE và RF nằm trên đường tròn (O).

3. Lấy các điểm S, T lần lượt thuộc các đường thẳng CA,AB sao cho ba đường thẳng ET, FS,AP song
song với nhau. Gọi K và L lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp của các tam giác NFS và MET . Đường
thẳng đi qua K vuông góc với đường thẳng AB cắt đường thẳng qua L vuông góc với đường thẳng AC

tại điểm J . Chứng minh rằng điểm J luôn nằm trên một đường thẳng cố định khi điểm P thay đổi.

Lời giải

1. Ta có EF ∥ BC nên P̂MF = P̂CB = P̂AB. Do đó, tứ giác AFPM nội tiếp. Chứng minh tương tự, ta
có tứ giác AEPN nội tiếp. Suy ra

ÊPF = ÂPF + ÂPE = ÂMF + ÂNF = 180◦ − R̂AQ = Q̂PR.

2. Ta có P̂FE = P̂AM = P̂RQ. Kết hợp với ÊPF = Q̂PR, ta được △EPF ∼ △QPR (g-g). Từ đây, dễ
chứng minh được △PEQ ∼ △PFR (c-g-c). Gọi PF ∩ EQ = {L1}, ta có P̂QL1 = P̂RL1 nên tứ giác
PQRL1 nội tiếp. Vậy L1 ∈ (O).
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3. Trước hết, ta cần chứng minh bổ đề sau
Bổ đề: Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn (O), các đường chéo AC và BD cắt nhau tại điểm I. Gọi
H là hình chiếu vuông góc của điểm I trên đường thẳng CD và M là trung điểm của CD. Các điểm N,P

lần lượt thuộc các đường thẳng BC,AD sao cho MN ∥ AC và MP ∥ BD. Đường tròn ngoại tiếp tam
giác MNP cắt đường thẳng CD lần thứ hai tại điểm K. Khi đó, M là trung điểm của đoạn thẳng HK.
Chứng minh bổ đề:

Gọi X,Y lần lượt là giao điểm của đường thẳng MN và các đường thẳng DI,DA; Z, T lần lượt là giao
điểm của đường thẳng MP với CI,CB. Ta thấy X,Y, Z, T lần lượt là trung điểm của DI,AD,CI,CB

và tứ giác MHY Z là hình thang cân.

Từ ĤXY = ĤZT , ta lại có
XH

XY
=

DI

IA
=

CI

IB
=

HZ

ZT
nên △HXY ∼ △HZT (c-g-c). Do đó, ĤY M =

ĤTM nên tứ giác Y TMH nội tiếp. Mặt khác, chú ý rằng NY ∥ AC,PT ∥ BD nên N̂Y P = ĈAD =

D̂BC = P̂ TN . Do đó, tứ giác Y TNP nội tiếp.
Gọi J là tâm đường tròn (Y TNP ). Vì M là trung điểm của CD nên theo định lý con bướm, ta được
JM ⊥ CD. Gọi giao điểm của CD với Y T, PN lần lượt là V,U . Vẫn theo định lý con bướm, ta có
JM ⊥ V U nên M là trung điểm của V U .
Dễ dàng chứng minh được hai tứ giác V Y KN và Y HNU nội tiếp nên theo phương tích, ta có

MK.MV = MN.MY = MH.MU ⇒ MH = MK.

Ta hoàn thành việc chứng minh bổ đề. Ta áp dụng bổ đề với vị trí các điểm như hình vẽ (các trường hợp
khác tương tự).
Gọi X là giao điểm khác F của đường tròn (K) và đường thẳng AB. Qua điểm D, kẻ đường thẳng vuông
góc với đường thẳng AB tại điểm Y . Gọi Z,G lần lượt là giao điểm của đường thẳng KJ với các đường
thẳng AB,EF . Gọi H là giao điểm của hai đường thẳng LJ và EF tại H. Gọi U, V lần lượt là giao điểm
của đường thẳng BC và OE,OF .

Theo bổ đề trên, ta được F là trung điểm của XY . Do
FG

FZ
=

BD

BY
=

DV

FY
và FY = FX = 2FZ nên

FG =
DV

2
. Lập luận tương tự, ta có EH =

DU

2
. Suy ra

GH = EF − FG− EH =
BC − UV

2
(cố định).

Ta có tam giác JGH có các góc không đổi và độ dài cạnh GH cố định nên độ dài đường cao JW không
đổi. Vậy điểm J thuộc đường thẳng song song với EF và cách EF một khoảng JW .
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Bài toán 109. (HSGS V2 2023) Cho tam giác ABC nhọn với AB < AC nội tiếp đường tròn (O) có tiếp tuyến
tại A của (O) cắt BC ở T sao cho TB > BC. Gọi P và E lần lượt là trung điểm của TA và TC.

1. Chứng minh rằng tứ giác APEB nội tiếp.

2. Gọi giao điểm thứ hai của AE với (O) là F . Lấy G thuộc (O) sao cho FG song song với AC. Chứng minh
rằng ÂTG = T̂AF .

3. Gọi H là trực tâm của tam giác ABC, D là giao điểm của AH và BC. M là trung điểm BC. K đối
xứng A qua BC. N thuộc đường thẳng AM sao cho KN song song với HM . Lấy S thuộc BC sao cho
NS ⊥ NK. Dựng R thuộc tia AK sao cho AR.AH = AD2. Q là điểm sao cho PQ ⊥ AS và SQ ⊥ AO.
Chứng minh rằng điểm đối xứng với A qua QR thuộc đường tròn đường kính DN .

Lời giải

1. Do AT là tiếp tuyến của đường tròn (O) nên ta có
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TA2 = TB.TC ⇒ 1

2
TA2 =

1

2
TB.TC ⇒ TP.TA = TE.TB.

Vậy nên tứ giác APEB nội tiếp.

2. Vì EP là đường trung bình của tam giác ATC, tứ giác AFGC là hình thang cân và AT là tiếp của đường
tròn (O) nên ta có

ÂEP = ÊAC = F̂AC = ĜCA.

Và

ĜAC = F̂CA = T̂AF = P̂AE.

Như vậy, ta được△AEP ∼ △ACG (g-g) và dẫn đến
AE

AC
=

AP

AG
. Lại chú ý rằng AT = 2AP và AC = 2EP ,

ta thu được
AE

EP
=

2AE

AC
=

2AP

AG
=

AT

AG
. Kết hợp với ÂEP = T̂AG ta thu được △AEP ∼ △TAG (c-g-c)

và vì thế ÂTG = T̂AF .

3. Xét các điểm có vị trí như trên hình vẽ

Gọi AJ là đường kính của đường tròn (O). Ta có tứ giác BHCJ là hình bình hành nên M là trung điểm
của HJ . Gọi AJ cắt KN tại L. Do M là trung điểm của HJ và HJ ∥ KL nên N là trung điểm của KL.
Mà NS ⊥ NK nên SL = SK, mà SA = SK (do D là trung điểm AK) nên SA = SL. Lại có SQ ⊥ AL

nên SQ là trung trực của AL hay SQ ⊥ AL tại trung điểm X của AL.
Gọi U là điểm đối xứng với A qua R. Ta có AH.AR = AD2 ⇒ AH.AU = AD.AK.

⇒ AM

AN
=

AH

AK
=

AD

AU
⇒ DM ∥ UN ⇒ NU ⊥ AU .

Ta có NX ∥ AK (tính chất đường trung bình) nên NX ∥ OM , mà MD ∥ NU nên

AO

AX
=

AM

AN
=

AD

AU
⇒ OD ∥ UX.
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Ta có AH.AU = 2AD2 nên OM.AU = AD2. Ta có tứ giác OMTA nội tiếp đường tròn (OT ). Gọi (OT )

cắt AD tại A′ (A′ khác A). Có tứ giác AOMA′ là hình thang cân nên DA−DA′ = OM .
Do DT.DM = DA′.DA = DA.(DA−OM) = AD2 −AD.OM = OM.AU −AD.OM = OM.DU

⇒ DT

DU
=

MO

MD
.

Nên △DTU ∼ △MOD (c-g-c) ⇒ D̂TU = M̂OD nên OD ⊥ TU . Mà OD ∥ UX nên T̂UX = 90◦. Ta gọi
NX ⊥ BC tại V nên năm điểm T,A, V,X,U thuộc đường tròn (O) đường kính TX.
⇒ O′R là trung trực của AU nên O′R ∥ ST nên O′R đi qua trung điểm Y của SX. Gọi PO′ cắt QX tại
P ′. Ta có AT ∥ QX mà O′ là trung điểm của TX nên O′ là trung điểm của PP ′. Ta cũng có PO′ ∥ AX

nên PP ′ ⊥ XQ, mà PQ ⊥ AS nên △P ′PQ ∼ △XSA (g-g); mà O′, Y lần lượt là trung điểm của PP ′ và
XS nên △P ′QO′ ∼ △XAY (c-g-c) nên

Q̂O′P = X̂Y A ⇒ QO′ ⊥ AY = {Z}.

Suy ra Y R.Y O′ = Y A.Y Z = Y X.Y Q nên tứ giác QO′RX nội tiếp. Nên

Ô′RQ = Ô′XQ = X̂TA = X̂UA = V̂ AU (do tứ giác AVXU nội tiếp và XV ∥ AU).

Mà ÂRO′ = 90◦ nên QR ⊥ AV . Gọi I là điểm đối xứng với A qua QR thì QR ⊥ AI. Do đó A, V, I thẳng
hàng. Do RI = RA = RU nên ÂIU = 90◦ dẫn đến △ADV ∼ △AIU (g-g). Do đó, ta được

IA

IU
=

DA

DV
=

DA

UN
⇒ AD

AI
=

UN

UI
.

Mà ÂUN = ÂIU = 90◦ nên ÎUN = ÎAU . Từ đó △ADI ∼ △UNI (c-g-c).

⇒ ÂID = ÛIN ⇒ D̂IN = ÂIU = 90◦.

Vậy nên ta có được điều phải chứng minh.

Bài toán 110. Cho tam giác nhọn ABC với BC cố định và AB < AC. Gọi AD,BE,CF là các đường cao của
tam giác ABC. Đường thẳng đi qua D và song song với EF cắt AB,AC lần lượt tại Q,R. Đường thẳng EF

cắt BC tại P . Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác PQR luôn đi qua một điểm cố định.

Lời giải

Dễ thấy tứ giác QBRC nội tiếp nên DQ.DR = DB.DC (1).
Gọi M là trung điểm của BC. Tứ giác BFEC nội tiếp đường tròn tâm M nên
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DB.DC = MB2 −MD2 (2).

Ta thấy FC và FB là hai đường phân giác trong và ngoài tại đỉnh F của tam giác FPD.
Mặt khác, M̂FB = M̂BF = B̂FP + B̂PF = B̂FD + B̂PF . Mà M̂FB = B̂FD + M̂FD nên M̂FD = B̂PF .
Suy ra FM là tiếp tuyến của đường tròn (DFP ). Vì vậy, MD.MP = MF 2 = MB2 (3).
Từ (2) và (3) suy ra DB.DC = MB2 −MD2 = MD.MP −MD2 = MD.DP (4).
Từ (1) và (4) suy ra DM.DP = DQ.DR nên tứ giác QMRB nội tiếp. Vậy đường tròn (PQR) luôn đi qua điểm
M cố định.

Bài toán 111. Cho tam giác nhọn ABC cân tại A, nội tiếp đường tròn (O). N là một điểm trên cung nhỏ
AB của đường tròn (O) (N khác A và B). Trên tia đối của tia NA, lấy điểm I khác N . Gọi D,E, F lần lượt
là hình chiếu vuông góc của điểm I trên các đường thẳng BC,CN và NB.

1. Chứng minh IE = IF .

2. Kẻ đường kính AK của đường tròn (O). Gọi Q là giao điểm của các đường thẳng EF và KI; và M là
trung điểm của đoạn thẳng BC. Chứng minh rằng đường thẳng MQ song song với đường thẳng AN .

3. Gọi G là giao điểm của các đường thẳng BC và KI; và J là giao điểm của các đường thẳng NG và EF .
Chứng minh rằng DJ vuông góc với EF .

Lời giải

1. Ta có

ÎNE = ÂNC = ÂBC = ÂCB = ÎNF .

Do đó, hai tam giác vuông INE và INF bằng nhau theo trường hợp cạnh huyền – góc nhọn, suy ra
IE = IF .

2. Từ câu (1.), ta suy ra được IN là trung trực của EF . Do đó, IN vuông góc với EF tại trung điểm H

của EF , tương tự, ta cũng thấy AK ⊥ BC. Mặt khác

ÎNE = ÂNC = ÂKC.

Nên △IEN ∼ △ACK (g-g). Từ đây, kết hợp với EH ⊥ NI và CM ⊥ AK, ta suy ra
MA

MK
=

HI

HN
.

Ta có ÎHQ = ÎNK = 90◦ nên HQ ∥ NK, suy ra
HI

HN
=

QI

QK
. Kết hợp với kết quả trên, ta được

MA

MK
=

QI

QK
. Từ đây, ta có MQ ∥ AN .
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3. Gọi P là giao điểm của các đường thẳng AN và BC, L là giao điểm của ID và KP . Do IL ∥ AK nên
DI

DL
=

MA

MK
. Từ đó, ta có

DI

DL
=

QI

QK
, suy ra DQ ∥ PK. Từ đây, kết hợp với QJ ∥ NK, ta được

GD

GP
=

GQ

GK
=

GJ

GN
. Suy ra DJ ∥ PN , do đó DJ ⊥ EF .

Bài toán 112. (CSP V2 2019) Cho tam giác ABC có ba góc nhọn nội tiếp đường tròn (O) và AB > AC. Gọi
D,E lần lượt là chân các đường cao của tam giác ABC hạ từ A,B. Gọi F là chân đường vuông góc hạ từ B

lên đường thẳng AO.

1. Chứng minh rằng B,D,E, F là bốn đỉnh của một hình thang cân.

2. Chứng minh rằng EF đi qua trung điểm của BC.

3. Gọi P là giao điểm thứ hai của đường thẳng AO và đường tròn (O), M và N lần lượt là trung điểm của
EF và CP . Tính góc B̂MN .

Lời giải

1. Dễ thấy năm điểm A,E,D, F,B cùng thuộc đường tròn đường kính AB. Ta có F̂DB = F̂AB = ĈAD =

ÊBD nên FD ∥ BE. Mà tứ giác BEDF nội tiếp nên tứ giác BEDF là hình thang cân.

2. Gọi K là giao điểm của EF và BC. Do tứ giác BFDE là hình thang cân nên KE = KB. Mà tam giác
BEC vuông tại E nên ta dễ dàng suy ra K là trung điểm của BC.

3. Do tứ giác ABFE và ABPC nội tiếp nên B̂FE = 180◦ − B̂AC = B̂PC và F̂BE = F̂AC = P̂BC

nên △BFE ∼ △BPC (g-g). Mà M,N tương ứng là trung điểm của FE và PC nên
BM

BN
=

BE

BC
và M̂BN = M̂BC + N̂BC = M̂BC + M̂BE = ÊBC. Suy ra △EBC ∼ △MBN (c-g-c). Vậy nên
B̂MN = B̂EC = 90◦.

Bài toán 113. (Đề thi vào 10 THPT Chuyên Đại học Vinh 2024) Cho đường tròn (O) đường kính AB. Đường
thẳng ∆ tiếp xúc với (O) tại A, I là điểm cố định trên đoạn AB và CD là dây cung thay đổi của (O) luôn đi
qua I. Các đường thẳng BC, BD cắt ∆ lần lượt tại M , N .

1. Chứng minh rằng CDNM là tứ giác nội tiếp.
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2. Gọi K là giao điểm thứ hai của đường tròn ngoại tiếp tam giác BMN với đường thẳng AB. Chứng minh
rằng KMCI là tứ giác nội tiếp và tích AM.AN không đổi.

3. Gọi T là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác CDNM . Tìm vị trí của CD sao cho độ dài đoạn thẳng BT

nhỏ nhất.

Lời giải

Xét vị trí các điểm như hình vẽ

1. Theo hệ thức lượng, ta có BC.BM = BA2 = BD.BN . Vì vậy, theo phương tích, ta có tứ giác CDMN

nội tiếp.

2. Ta có biến đổi góc M̂KB = M̂NB = D̂CB nên tứ giác KMCI nội tiếp. Suy ra

BI.BK = BC.BM = BA2.

Suy ra K là điểm cố định. Do đó, AM.AN = AK.AB không đổi.

3. Gọi r là bán kính của đường tròn (T ) thì r2 − TA2 = AM.AN = a không đổi. Tương tự, ta cũng có
ID.IC = b = r2 − TI2 không đổi. Suy ra TI2 − TA2 = a− b. Gọi H là hình chiếu của K lên AB. Theo
định lý Pythagoras, ta có

(AI + 2AH).AI = HI2 −HA2 = (TI2 − TH2)− (TA2 − TH2) = TI2 − TA2 = a− b.

Từ đây, kết hợp với AI không đổi, ta được H không đổi. Do đó, BH cố định. Vì vậy BT 2 ⩾ BH2 (cố
định). Ta sẽ chỉ ra dấu bằng.
Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi T trùng H tức là BA là trung trực của CD. Vậy CD ⊥ AB = {I}
thì BT có giá trị nhỏ nhất.

Bài toán 114. (Thừa Thiên Huế 2022) Cho đường tròn (O) và dây BC cố định không đi qua O. Điểm A thay
đổi trên cung lớn BC sao cho tam giác ABC là tam giác nhọn (AB < AC). Gọi AD,BE,CF là các đường cao
và H là trực tâm của tam giác ABC. Gọi K là giao điểm của hai đường thẳng BC và EF ; I là giao điểm thứ
hai của KA với (O); M là trung điểm BC; N là giao điểm thứ hai của AH và (O). Chứng minh

1. Tứ giác AIFE nội tiếp.

2. Ba điểm M,H, I thẳng hàng.
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3. Tứ giác IMNO nội tiếp.

4. Đường thẳng IN đi qua một điểm cố định khi A thay đổi.

Lời giải

1. Bạn đọc tự xem lại mô hình trực tâm và tìm cách chứng minh.

2. Bạn đọc tự xem lại mô hình trực tâm và tìm cách chứng minh.

3. Kẻ đường kính AT của đường tròn (O). Khi đó, bốn điểm M,H, I, T thẳng hàng và N,T đối xứng nhau
qua OM . Ta có biến đổi góc

N̂OM = T̂OM =
1

2
T̂ON = M̂IN .

Suy ra tứ giác IMNO nội tiếp.

4. Kẻ hai tiếp tuyến tại B và C của đường tròn (O), hai tiếp tuyến này cắt nhau tại điểm S cố định. Ta
sẽ chứng minh ba điểm I,N, S thẳng hàng hay tứ giác IBNC là tứ giác điều hoà. Thật vậy, dễ thấy

△IEC ∼ △IFB (g-g) nên
IB

IC
=

BF

CE
(1). Mặt khác, ta lại có △BHF ∼ △CHE (g-g) nên ta có

BF

CE
=

BH

CH
=

BN

CN
(2).

Từ (1) và (2) suy ra
IB

IC
=

NB

NC
. Do đó, tứ giác IBNC là tứ giác điều hoà, ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 115. (HSGS V2 2019) Cho tam giác ABC cân tại A, có đường tròn nội tiếp (I). Các điểm E,F

theo thứ tự thuộc các cạnh CA,AB (E khác C và A; F khác B và A) sao cho EF tiếp xúc với đường tròn (I)
tại điểm P . Gọi K,L lần lượt hình chiếu vuông góc của E,F lên BC. Giả sử FK cắt EL tại J . Gọi H là hình
chiếu của J lên BC.

1. Chứng minh rằng HJ là phân giác góc EHF .
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2. Kí hiệu S1, S2 lần lượt là diện tích của các tứ giác BFJL và CEJK. Chứng minh rằng

S1

S2
=

BF 2

CE2
.

3. Gọi D là trung điểm của cạnh BC. Chứng minh rằng ba điểm P, J,D thẳng hàng.

Lời giải

LỜI GIẢI 1.

1. Sử dụng định lý Thales trong tam giác LKE với JH ∥ EK, ta có
LH

HK
=

LJ

JE
.

Sử dụng định lý Thales trong tam giác JKE với FL ∥ EK, ta cũng có
FL

EK
=

LJ

JE
.

Do đó
FL

EK
=

LH

HK
.

Hai tam giác FLH và EKH có F̂LH = ÊKH = 90◦ và
FL

EK
=

LH

KH
nên đồng dạng với nhau (c-g-c).

Suy ra L̂FH = K̂EH. Mặt khác, ta lại có L̂FH = F̂HJ (so le trong) và K̂EH = ÊHJ (so le trong) nên
F̂HJ = ÊHJ . Do đó HJ là tia phân giác của ÊHF .

2. Do HJ ∥ FL nên SFJL = SFLH . Suy ra

S1 = SBFL + SFLH = SBFH .
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Chứng minh tương tự, ta cũng có S2 = SCEH .
Theo chứng minh ở câu (1.), hai tam giác FLH và EKH đồng dạng với nhau nên

F̂HB = F̂HL = ÊHK = ÊHC.

Hai tam giác FHB và EHC có F̂HB = ÊHC và F̂BH = ÊCH nên đồng dang với nhau (g-g), từ đó ta
có

SFHB

SEHC
=

BF 2

CE2
⇒ S1

S2
=

SFHB

SEHC
=

BF 2

CE2
.

3. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử P nằm cùng phía với B so với AD như hình vẽ ở trên.
Gọi M là giao điểm của PJ và EK. Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác KFE với cát tuyến MJP ,
ta có

MK

ME
.
PE

PF
.
JF

JK
= 1.

Mà hai tam giác BFH và CEH đồng dạng với nhau có FL và EK là hai đường cao tương ứng nên

JF

JK
=

FL

EK
=

BF

CE
.

Suy ra
MK

ME
.
PE

PF
.
BF

CE
= 1(∗). Để chứng minh ba điểm P, J,D thẳng hàng, ta chỉ cần chứng minh M,D, J

thẳng hàng. Theo định lý Menelaus đảo áp dụng cho tam giác LKE, điều này tương đương với ta phải
chứng minh

MK

ME
.
JE

JL
.
DL

DK
= 1.

Lại có

JE

JL
=

EK

FL
=

CE

BF

và

DL

DK
=

DL

DB
.
DC

DK
.
DB

DC
=

AF

AB
.
AC

AE
.1 =

AF

AE
.

Do đó, ta cần chứng minh

MK

ME
.
CE

BF
.
AF

AE
= 1(∗∗).

Kết hợp (∗) và (∗∗), ta cần chứng minh

PE

PF
.
BF

CE
=

CE

BF
.
AF

AE
.

Hay

AF

AE
.
PF

PE
=

BF 2

CE2
(∗ ∗ ∗).

Gọi T,N lần lượt là tiếp điểm của đường tròn (I) với AB,AC. Đặt a = AB = AC, x = BD = CD, y =

BF = TF, z = PE = EN . Ta sẽ chứng minh

a =
x (x+ y) (x+ z)

x2 − yz
(∗ ∗ ∗∗).

Thật vậy, sử dụng định lý Cosin trong các tam giác ABC,AEF , ta có
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2 cosA =
AE2 +AF 2 − EF 2

AE.AF
=

AB2 +AC2 −BC2

AB.AC
.

Suy ra

(a− x− y)
2
+ (a− x− z)

2 − (y + z)
2

(a− x− y)(a− x− z)
=

2a2 − 4x2

a2
.

Từ đây, ta có

yz

a2 − (2x+ y + z) a+ (x+ y)(x+ z)
=

x2

a2
.

Hay (
x2 − yz

)
a2 − x2 (2x+ y + z) a+ x2 (x+ y) (x+ z) = 0.

Như thế, ta có

(a− x)
[(
x2 − yz

)
a− x (x+ y) (x+ z)

]
= 0.

Do a > x nên kết quả (∗ ∗ ∗∗) được chứng minh. Sử dụng kết quả (∗ ∗ ∗), ta có

AF

AE
.
PF

PE
=

a− x− y

a− x− z
.
y

z
=

x (x+ y) (x+ z)

x2 − yz
− x− y

x (x+ y) (x+ z)

x2 − yz
− x− z

.
y

z
=

(x+ y)
2

(x+ z)
2 =

BF 2

CE2
.

Kết quả (∗ ∗ ∗) được chứng minh, do đó ta có điều phải chứng minh.

LỜI GIẢI 2.

1. Tương tự LỜI GIẢI 1.
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2. Tương tự LỜI GIẢI 1.

3. Gọi Q,R lần lượt là tiếp điểm của đường tròn (I) với AC,AB. X,Y lần lượt là giao điểm của QP,RP

với AD. Ta có biến đổi góc

ÊIF =
1

2
Q̂IR = ÂIR ⇒ ÂIE = F̂ IR và ÂIF = ÊIQ.

Do đó, X̂PE = ÊIQ = ÂIF nên tứ giác FPXI nội tiếp. Suy ra F̂XI = F̂P I = 90◦. Vì vậy, FX ⊥ AD.
Chứng minh tương tự, ta có EY ⊥ AD. Từ đó, các tứ giác FLDX,EY DK là các hình chữ nhật nên
DX = FL,DY = EK.
Mặt khác, dễ thấy IP 2 = IX.IY . Dựng đường kính DM của đường tròn (I). Tiếp tuyến tại M cắt EF

tại N . Từ đó, ta được ID2 = IP 2 = IX.IY . Vì vậy

IX

ID
=

ID

IY
=

IX + ID

ID + IY
=

DX

DY
=

FL

EK
=

FJ

JK
.

IX

IM
=

IM

IY
=

MX

MY
=

FN

NE
.

Từ đó suy ra
FJ

JK
=

FN

NE
⇒ JN ∥ EK. Theo tiên đề Euclid, ba điểm N, J,H thẳng hàng. Từ đây suy ra

tứ giác MNHD là hình chữ nhật. Hơn nữa, ta có
JN

EK
=

FJ

FK
=

LJ

LE
=

JH

EK
suy ra J là trung điểm của

NH. Ta suy ra hai tứ giác MNJI, IJHD là các hình chữ nhật. Từ đó, suy ra JN = IM = ID nên tứ
giác NJDI là hình bình hành. Suy ra JD ∥ IN . Mặt khác, dễ thấy IN là tia phân giác ngoài đỉnh I của
tam giác PID nên IN ∥ PD. Do đó, ba điểm P, J,D thẳng hàng.

5 Bài tập bạn đọc tự giải

Bài toán 116. Cho hai đường tròn (O1;R1) và (O2;R2) (với R1 > R2) cắt nhau tại hai điểm phân biệt A,B.
Qua A kẻ đường thẳng cắt (O1), (O2) lần lượt tại C,D (đều khác A) sao cho A là trung điểm của đoạn CD.
Đường tròn ngoại tiếp tam giác BCD cắt đường thẳng AB tại điểm E (khác B), đường thẳng EC cắt đường
tròn (O1) tại điểm P (khác C), đường thẳng ED cắt đường tròn (O2) tại điểm Q (khác D).

1. Chứng minh rằng △BCP ∼ △BDQ.

2. Chứng minh rằng ba điểm A,P,Q thẳng hàng.

3. Vẽ đường phân giác trong EI của tam giác EPQ. Vẽ PM,QN lần lượt là các phân giác trong của các
tam giác CPI và DQI. Chứng minh rằng MN ∥ CD.

Bài toán 117. Cho tam giác ABC nhọn với AB < AC. Đường tròn (I) nội tiếp tam giác ABC, tiếp xúc với
cạnh BC tại D. M,N là các điểm thuộc các cạnh AB,AC của tam giác ABC sao cho MN song song với BC

và MN không cắt (I). Đường tròn (J) bàng tiếp góc A của tam giác AMN , tiếp xúc với cạnh MN tại H.

1. Chứng minh tam giác ABJ đồng dạng với tam giác AIN .

2. Từ B kẻ tiếp tuyến thứ hai khác BA của (J), tiếp xúc với (J) tại L; từ N kẻ tiếp tuyến thứ hai khác NC

của (I), tiếp xúc với (I) tại K. Chứng minh rằng

ÂBL+ ÎAB = ÎNK + ÂIN .

3. Chứng minh rằng DK song song với HL.

Bài toán 118. Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp đường tròn (O) và AB < AC. Gọi I là tâm đường tròn nội
tiếp tam giác ABC. Đường thẳng AI cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai là M (M khác A). Gọi D,E, F lần
lượt là các hình chiếu của I trên các đường thẳng BC,CA,AB.
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1. Chứng minh tam giác MBI là tam giác cân.

2. Đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai P (P khác A). Chứng minh
ba điểm P,M,D thẳng hàng.

3. Gọi H là giao điểm của đường thẳng IP và đường thẳng EF . Chứng minh rằng HD song song với AM .

Bài toán 119. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp trong đường tròn (O). Các điểm E và F lần lượt nằm trên
các cạnh CA và AB sao cho EF song song với BC. Các đường thẳng BE cà CF theo thứ tự cắt tiếp tuyến tại
C và B của (O) lần thứ hai tại K và L.

1. Đường thẳng qua B và song song với AC theo thứ tự cắt KC và KA tại X và Y . Chứng minh rằng hai
tam giác XBC và BCA đồng dạng.

2. Đường thẳng qua C song song với AB theo thứ tự cắt LB và LA lần lượt tại Z và T . Chứng minh rằng

XB

ZC
=

AF

AE
.

3. Đường thẳng qua E song song với AB lần lượt cắt AK và AL tại M và N . Đường thẳng qua F song song
với AC lần lượt cắt AK và AL tại P và Q. Chứng minh rằng bốn điểm M,N,P,Q cùng thuộc một đường
tròn.

Bài toán 120. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn (O). Các đường cao AD,BE,CF của tam giác
ABC cắt nhau tại H.

1. Chứng minh DA là tia phân giác của góc EDF .

2. Chứng minh
HD

AD
+

HE

BE
+

HF

CF
= 1.

3. Gọi M là giao điểm của tia EF với đường tròn (O). Gọi P,Q lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp tam
giác BMF và CME. Chứng minh AM ⊥ PQ.

Bài toán 121. Cho hai đường tròn (O) và (O) cắt nhau tại A và B sao cho O nằm ngoài (O′) và O′ nằm
ngoài (O). Trên đường tròn (O′) lấy điểm P di chuyển sao cho P nằm trong đường tròn (O). Đường thẳng AP

cắt (O) tại C khác A.

1. Chứng minh rằng hai tam giác OBP và O′BC đồng dạng.

2. Gọi Q là giao điểm thứ hai của đường thẳng OP và O′C. Chứng minh rằng

Q̂BC + ÂBP = 90◦.

3. Lấy điểm D thuộc (O) sao cho AD vuông góc với OC. Chứng minh rằng trung điểm của đoạn thẳng DQ

luôn nằm trên một đường tròn cố định khi P thay đổi.

Bài toán 122. Cho hình vuông ABCD nội tiếp đường tròn (O). Điểm P di chuyển trên cung nhỏ AD. Gọi
giao điểm của PB và BC với AD lần lượt là M và N ; giao điểm của PB và AC là Q; giao điểm của PC và
BD là R.

1. Chứng minh rằng MR ⊥ NQ.

2. Chứng minh rằng tam giác AMQ và DRN đồng dạng.

3. Gọi S là hình chiếu vuông góc của Q lên AB; gọi T là hình chiếu vuông góc của R lên CD; I là giao điểm
của QR và ST . Chứng minh rằng PI luôn đi qua điểm cố định khi P thay đổi.

Bài toán 123. Cho đường tròn (O) đường kính AB. Kẻ tiếp tuyến d của (O) tại B. Gọi H là trung điểm của
OB. Các điểm M,N thay đổi trên d, không trùng với B sao cho H là trực tâm của tam giác AMN . Gọi E,F

lần lượt là giao điểm thứ hai của AM,AN với đường tròn (O). Chứng minh rằng

1. Tứ giác MNFE nội tiếp.

2. Đường thẳng EF luôn đi qua một điểm cố định.
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